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ورزشͬ تیم  های رتبه بندی

ندایی طاهره و ∗ رابوکͬ گلپر عفت

بیشتر رتبه ͬͺی دلخواه عنصر دو هر برای به طوی که مجموعه ͷی عناصر بین رابطه ای است، کلͬ ترتیبی رابطه ͷی رتبه چͺیده.
عنصر آخرین و امتیاز بالاترین دارای عنصر اولین به طوریͺه است امتیازها از ترتیبی تعیین رتبه بندی دارد. کمتر رتبه دیͽری و
ارائه منظور به را ورزشͬ رقابت های از حاصل نتایج که است سیستمͬ ورزشͬ امتیازدهͬ سیستم ͷدارد. ی را امتیاز کمترین
امتیازی اساس بر آنها عملͺرد که شده اند ارایه رتبه بندی مختلف روش های ͬ کند. م تحلیل و تجزیه بازیͺن یا تیم هر برای امتیازها
انجام را رتبه بندی باخت و برد تعداد اساس بر فقط روش ها این از برخͬ ͬ کنند. م کسب مختلف باز های در تیم های که است
ͬ شود. م گرفته نظر در دهͬ امتیاز در نیز رقیب تیم وضعیت باخت و برد تعداد بر علاوه رتبه بندی، روش های بعضͬ در اما ͬ دهند م
مقابل فقط تیم ͷی بردهای اگر ͬ شود. نم ارزش گذاری اندازه یك به قوی و ضعیف تیم های مقابل باخت و برد روش ها این در
را تیم ͷی برتری ͬ توان نم برد تعداد حسب بر لزوماً و است قوی تیم یك تیم این گفت اطمینان با ͬ توان نم باشد ضعیف تیم های
برخͬ مقاله این در ͬ كنند. م استفاده جبرخطͬ و گراف نظریه آمار، از كه دارد وجود رتبه بندی برای محتلفͬ روش های داد. نشان
شاخص برد، درصد روش های راستا، این در ͬ کنیم. م بیان را ͬ کنند م استفاده جبرخطͬ مفاهیم از بیشتر که رتبه بندی روش های
حاصل نتایج مثال ͷی با و ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد را صفحه‐رتبه روش و دفاع‐حمله کینر، کالͬ، ماسͬ، درجه بندی، درصد

ͬ دهیم. م نشان را روش ها این با رتبه بندی از

مقدمه .١

هر از بیش رتبه بندی شیوه های داده ها، پردازش اهمیت و باگسترش امروزه اما دارد طولانͬ تاریخچه رتبه بندی چه اگر
تحصیل، تجارت، بازرگانͬ، اینترنتͬ، جوهای و جست مثل مختلف زمینه های در آن ها از و شده اند اهمیت دارای دیͽر زمان
مثال، عنوان به ͬ شود، م محسوب کارها و کسب بزرگترین از ͬͺی ورزش ͬ شود. م استفاده ورزش البته و گذاری سرمایه
رشد با موازی ورزش در رتبه بندی روش های توسعه ی دارند. درآمد سال هر در یورو میلیون ها مربیان و بازیͺنان فوتبال، در
بهترین و تیم بهترین بازیͺن، بهترین تعیین برای رتبه بندی از است. افتاده اتفاق افراد و باشͽاه ها تیم ها، رشته ها، افزون روز
مختلف، ورزش های بین در ͬ شود. م استفاده ..... و مدیر مربی، بهترین باشͽاه، بهترین تماشاگر، بهترین تا گذارگرفته سرمایه
در ویژه ای اهمیت داده؛ اختصاص خود به را تماشاگر بیشترین العاده خارق هیجانͬ با و سادگͬ به این که دلیل به فوتبال شاید

دارد. رتبه بندی

کاهش. قابل غیر ماتریس گراف، نامنفͬ، ماتریس بردارویژه، مقدارویژه، بندی، رتبه کلیدی. کلمات و عبارات
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تا ارزش ترین با از آن ها ودرجه بندی شͬء چند خصوصیات از مجموعه ای گذاشتن اشتراک به از، عبارتست رتبه بندی
ͬ شوند. م تعیین بعدی رتبه های ترتیب همین به و ۱ رتبه ی بیآورد، به دست را امتیاز بالاترین که شͬء به طوری که کم اهمیت ترین،
عضو هر به که است روشͬ رتبه بندی روش ͷی متناهͬ. مجموعه ͷی در آن نسبی اهمیت از عبارتست شͬء ͷی رتبه بنابراین،
است. تیم ها نتایج پیش بینͬ رتبه بندی کاربردهای از ͬͺی ͬ دهد. م اختصاص n تا ۱ بین عددی عضوی n مجموعه ͷی از
امتیاز٢ کسب براساس بندی رتبه و پیش گویی١ اساس بر رتبه بندی دسته، دو در ورزش در رتبه بندی سیستم های کلͬ به طور

دارند. قرار
روش های مهم ترین از ͬ كنند. م استفاده جبرخطͬ و گراف نظریه آمار، از كه دارد وجود رتبه بندی برای محتلفͬ روش های
که (١٩٩٧) ماسͬ روش ͬ شود، م دستگاه یك حل به منجر كه (٢٠٠٢) كالͬ رروش به ͬ توان م جبرخطͬ بر مبتنͬ رتیه بندی
دفاع‐حمله و صفحه‐رتبه(١٩٩٨)٣ ،(١٩٩٣) كینر روش های و ͬ کند م محاسبه را رتبه مربعات کمترین روش از استفاده با
روش ها این در کرد. اشاره ͬ کند، م تعیین را تیم ها رتبه امتیاز، ماتریس غالب ویژه مقدار نظیر ویژه بردار براساس که (٢٠٠٩)
ͬ باشد. م شده انجام بازی های در تیم ها امتیاز یا باخت و برد اطلاعات حاوی كه ͬ شود م ساخته امتیاز ماتریس یك ابتدا

از: عبارتست امتیاز ماتریس تشͺیل برای متداول شیوه های
امتیاز كننده، شركت تیم های و بازی هر برای ͬ شود. م گرفته نظر در ستون یك تیم هر برای و سطر یك بازی هر برای ‐١

ͬ یابد. م اختصاص −۱ بازنده و ۱ عدد برنده تیم برای ساده به طور یا شده زده گل های تعداد یا تیم ها
منهای برنده تیم گل های (تعداد مثبت گل تفاضل سپس و ͬ شود م گرفته نظر در ستون یك و سطر یك تیم هر برای ‐٢

ͬ شود. م گرفته نظر در برنده تیم برای بازنده) تیم گل های تعداد

پیشنیازها .٢

.[۶] ͬ کنیم م بیان را ͬ گیرد م قرار استفاده مورد ادامه در که قضایا و تعاریف برخͬ بخش این در

برابر درایه ها مجموع و بوده نامنفͬ درایه هایش همه ی اگر ͬ شود م نامیده تصادفͬ بردار ͷی ماتریستصادف۴ͬ: .٢ . ١ تعریف
ماتریسͬ ستونͬ تصادفͬ ماتریس و تصادفͬ بردارهای آن سطرهای که است ماتریسͬ سطری تصادفͬ ماتریس باشد. ͷی

باشند. تصادفͬ بردارهای آن ستون های که است

هر گویند A ماتریس ویژه مقدار ͷی را λ ∈ C اسͺالر .A ∈ Rn×n کنید فرض ویژه۶: بردار و ویژه۵ مقدار .٢ . ٢ تعریف
λ ویژه ی مقدار نظیر ویژه ی بردار را x صورت این در ,Ax=λx که طوری به باشد موجود x ∈ Cn صفر مخالف بردار گاه

گویند.

ماتریس طیفͬ شعاع ͬ دهند. م نشان σ(A) با و ͬ گویند م A طیف را A ∈ Rn×n ماتریس ویژه ی مقادیر تمام مجموعه ی
ͬ کنند: م تعریف زیر صورت به و ͬ دهند م نشان ρ(A) با را A

ρ(A) = max{|λ| : λ ∈ σ(A)}

دارد. ͷی ویژه ی مقدار ͷی تصادفͬ ماتریس هر

1Prediction 2Earned Ranking 3 PageRank 4 Stochastic Matrix 5Eigenvalue 6Eigenvector
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P ∈ Rn×n جایͽشت ماتریس هرگاه گویند کاهش قابل را n ≥ ۲,A ∈ Rn×n ماتریس کاهش٧: ماتریسقابل .٢ . ٣ تعریف
بطوری که: باشد موجود ۱≤r≤n− ۱ که r صحیح عدد و

P TAP =

[
B C

O D

]

قابل هرگاه گویند کاهش٨ قابل غیر را ماتریس ͷی .D ∈ Rn−r×n−r,O ∈ Rn−r×r,C ∈ Rr×n−r,B ∈ Rr×r آن در که
نباشد. کاهش

مقدار ͷی ρ(A) آنگاه باشد. کاهش غیرقابل نامنفͬ یا مثبت ماتریس ͷی A کنید فرض پرون ‐ فروبنیوس٩: .۴ . ٢ قضیه
است. مثبت آن عناصر همه ی که دارد وجود ρ(A) نظیر ویژه بردار ͷی و است A ساده مثبت ویژه

تیم های رتبه بندی حتͬ و جستجو موتورهای اقتصاد، ،ͬͺدینامی سیستم های آمار، نظریه ی در مهمͬ کاربردهای قضیه این
دارد. ورزشͬ

از زیرمجموعه ای E و ناتهͬ و متناهͬ مجموعه ای V آن در که است (V,E) مانند مرتبی زوج G گراف ͷی .۵ . ٢ تعریف
G یال های را E اعضای و G گره های یا رأس ها را V اعضای ͬ باشد. م V عضوی دو زیرمجموعه های تمام مجموعه ی

ͬ نامند. م

جهت دار، گراف آن باشد اهمیت دارای E مجموعه ی در رأس ها گرفتن قرار ترتیب اگر G = (V,E) گراف در .۶ . ٢ تعریف
ͬ نامند. م جهت بدون را گراف این صورت غیر در و

این در v مانند دیͽر رأس به u مانند رأس هر از طوری که به ͬ باشد، م رأس ها از دنباله ای گراف در مسیر١٠ .٢ . ٧ تعریف
داشته باشد. وجود یالͬ دنباله

که ͬ باشد م n× n ماتریس ͷی رأس، n با غیرجهت دار) یا (جهت دار G متناهͬ گراف ͷی مجاورت ماتریس .٢ . ٨ تعریف
ͬ کند. م متصل vj به را vi رأس که است یال هایی تعداد با برابر آن aij درایه های

ͷی u, v ∈ V گره ی جفت هر برای اگر تنها اگر و ͬ نامند م همبند قویا ً را G = (V,E) جهت دار گراف ͷی .٢ . ٩ تعریف
کاهش غیر قابل ماتریس ͷی قویاً همبند گراف ͷی مجاورت ماتریس باشد. داشته وجود u به v از یا v به u از جهت دار مسیر

است.

ورزشͬ رتبه بندی روش های .٣

این بهتر درک به منظور ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد ورزشͬ تیم های رتبه بندی در متداول روش های برخͬ بخش این در
روش رتبه بندی از حاصل نتیجه روش هر بیان از پس و ͬ کنیم م بیان زیر مثال در را تیم ۶ بین رقابت از حاصل نتایج روش ها

7 Reducible 8 Irreducible 9 Perron Frobenius 10 Path
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دهد. نشان را تیم شش بین رقابت از حاصل زیرنتایج جدول کنید فرض ͬ کنیم. م ارایه مسابقات این برای را

تیم امتیاز تیم امتیاز
T۱ ۱۶ T۴ ۱۳
T۲ ۳۸ T۵ ۱۷
T۲ ۲۸ T۶ ۲۳
T۳ ۳۴ T۱ ۲۱
T۳ ۲۳ T۴ ۱۰
T۴ ۳۱ T۱ ۶
T۵ ۳۳ T۶ ۲۵
T۵ ۳۸ T۴ ۲۳
T۶ ۲۷ T۲ ۶
T۶ ۲۰ T۵ ۱۲

روش آسان ترین روش این ͬ شوند. م رتبه بندی ١١(WP ) برد درصد روش با غالبا ورزشͬ های تیم برد. درصد .٣ . ١
برد درصد .[٢] ͬ باشد م شده برنده تیم آن ها در که بازی هایی درصد اساس بر که است تیم هر ارزیابی و درجه بندی برای
امتیاز این صورت در باشد. i تیم بردهای تعداد wi و بازی ها تعداد ni كنید فرض تیم ها. بازی تعداد به برد نسبت از عبارتست
مثال مسابقات برای ͬ شود. م مشخص آن برد درصد اساس بر تیم رتبه نهایت در ͬ شود. م حساب ri =

wi
ni

رابطه از iام تیم
از: عبارتست برد درصد روش اساس بر تیم ها امتیاز ٣

r = (۱/۳,۲/۳,۱,۱/۴,۱/۲,۱/۲)

ͬ باشد: م زیر شرح به مسابقات این در تیم ها رتبه و

رتبه ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶
رتبه T۳ T۲ T۵ T۶ T۱ T۴

این حالت در کرد. محاسبه نیز را است آمده به دست تساوی آن در که بازی هایی تعداد برد، بر علاوه ͬ توان م برد درصد روش در
است. iام تیم تساوی های تعداد ti آن در که ͬ شود، م محاسبه ri =

wi+۰٫۵ti
ni

رابطه از iام تیم امتیاز

امتیاز به تیم، امتیاز کردن مشخص برای ١٢(RPI) درجه بندی درصد شاخص روش بندی: درجه درصد شاخص .٣ . ٢
روش این ͬ گیرد. م نظر در را حریف تیم برد درصد و تیم برد درصد وزن دار میانگین ͷی و ͬ کند م توجه نیز حریف تیم های
برد صد در تیم، برد صد در به ترتیب OOWP و OWP ،WP کنید فرض ͬ شود. م استفاده بسͺتبال مسابقات رتبه بندی در

صورت این در باشد. تیم ها حریف حریف برد صد در و حریف تیم های

(١) RPI = ۰٫۲۵ ∗WP + ۰٫۵ ∗OWP + ۰٫۲۵ ∗OOWP.

برد ͷی ͬ شود. م گرفته نظر در متفاوت دیͽر زمین در برد و خانگͬ بردهای برای امتیاز ،WP محاسبه برای ٢٠٠۴ سال از
در باخت و ۱٫۴ ضریب با خانه در باخت ،۱ امتیاز تیم دو هر برای تساوی ،۱٫۴ خانه غیر در برد و ۰٫۶ امتیاز خانه در

11Winning percentage(WP) 12Rating Percentage Index (RPI)
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از استفاده با نیز OOWP و حریف تیم های WP میانگین از استفاده با OWP ͬ شود. م گرفته نظر در ،۰٫۶ برابر خانه غیر
است: زیر به صورت مسابقات جدول کنید فرض ͬ شود. م محاسبه حریف تیم های OWP میانگین

خانه امتیاز غیرخانه امتیاز
A ۶۴ B ۵۷
A ۸۲ C ۶۸
D ۷۱ A ۷۲
B ۶۹ A ۶۲
C ۸۱ D ۷۰
D ۵۲ B ۶۲

است: زیر به صورت OOWP و OWP ،WP مقادیر

WP (A) = ۰٫۸۱۲۵ WP (B) = ۰٫۷۶۹۲ WP (C) = ۰٫۵ WP (D) = ۰
OWP (A) = ۰٫۷۵ OWP (B) = ۰٫۶۶۶۷ OWP (C) = ۰٫۳۳۳ OWP (D) = ۰٫۳۸۸۹
OOWP (A) = ۰٫۵۱۳۹ OOWP (B) = ۰٫۶۲۹۶ OOWP (C) = ۰٫۵۶۹۴ OOWP (D) = ۰٫۵۸۳۳

از عبارتست (١) فرمول طبق بندی درجه درصد شاخص این صورت در

RPI(A) = ۰٫۷۰۶۶, RPI(B) = ۰٫۶۸۳۰, RPI(C) = ۰٫۴۳۴۰, RPI(D) = ۰٫۳۴۰۳,

کرده اند. کسب را چهارم تا اول رتبه های به ترتیب D,C,B,A تیم های بنابراین،

کینر و کالͬ ماسͬ، روش های .۴

ͬ پردازیم. م رتبه بندی برای کینر و کالͬ ماسͬ، روش های بررسͬ به بخش این در

مساله حل اساس بر جدید رتبه بندی روش یك [٩] ١٩٩٧ در ماس١٣ͬ کنت ماسͬ. مربعات کمترین الͽوریتم .١ . ۴
و بیان خطͬ معادلات سیستم طریق از پیروزی احتمال و تیم ها رتبه میان رابطه روش این در كرد. ارایه مربعات كمترین
مورد پیروزی احتمال که است این ماسͬ توسط شده ارائه اولیه فرض ͬ شود. م حل مربعات كمترین روش با حاصل دستگاه
باشد. بازی ها تعداد m و تیم ها تعداد n کنید فرض دارد. کننده شرکت تیم های امتیاز تفاضل با مستقیم رابطه بازی یك انتظار
X ماتریس ͷی ابتدا آورده اند. بدست را skj و ski امتیازهای ترتیب به و دارند شرکت Tj و Ti تیم ام k بازی در کنید فرض
دو به مربوط ماتریس سطر هر ͬ شود. م تشͺیل بازیها در کننده شرکت تیم های باخت و برد اطلاعات شامل m× n مرتبه از

ͬ شود: م تشͺیل زیر صورت به X ماتریس درایه های داشته اند. بازی آن در که است تیمͬ

Xki =


۱ ببرد را ام k بازی Ti تیم اگر

−۱ ببازد را ام k بازی Ti تیم گر

۰ صورت این غیر در

ͬ شود. م تشͺیل نیز ͬ باشد م بازی هر در تیم ها امتیاز مثبت تفاصل شامل که y تایی mبردار سپس،

13Kenneth Massey
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مربعات کمترین مساله حل از را r رتبه بردار ماسͬ روش

(٢) min
r∈Rn

||Xr − y||۲

نرمال معادلات دستگاه حل به منجر (٢) مساله حل ͬ کند. م محاسبه

(٣) XTXr = XT y

است، صفر برابر X سطرهای مجموع اینكه به توجه با شود. كمینه خطا كه طوری به است r بردار محاسبه هدف ͬ شود، م
گراف علاوه، به نیست. صفر ستون دارای X ͬ کند، م بازی بار ͷی حداقل تیم هر که آنجا از اما، نیست. کامل رتبه دارای X

نتیجه در و dim(N(X)) = ۱ که ͬ كند م تضمین این است. همبند قویاً بازی ها نظیر یال m و تیم ها نظیر گره n با دار جهت
XTXr = XT y سیستم در را تغییر چند ماسͬ یͺتا، جواب یك محاسبه برای نیست. یͺتا (٣ ) معادلات دستگاه جواب

ͬ شود). م گرفته نظر در c = ۰ (معمولا˟ گرفت نظر در
n∑

j=۱
rj = c, مانند r جواب برای را شرطͬ مثال به عنوان کرد. پیشنهاد

به صورت: جدید معادلات دستگاه ͬ شود. م اضافه y بردار به c مقدار یك و X ماتریس به ١ سطر یك حالت این در

[
(XT eT )

(
X

e

)]
r = (XT eT )

(
y

c

)

[
XTX + eT e

]
r = XT y + ceT .

ͬ باشد. م یͺتا جواب دارای كه است،
ͬ دهیم: م تشͺیل زیر به صورت را y بردار و X ماتریس ماسͬ روش از استفاده با ٣ مثال در تیم ها رتبه محاسبه برای

X =



۱ ۰ ۰ −۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ −۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰ −۱
−۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۱ −۱ ۰ ۰
−۱ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱ −۱
۰ ۰ ۰ −۱ ۱ ۰
۰ −۱ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰ −۱ ۱



, y =



۳
۲۱
۵
۱۳
۱۳
۲۵
۸
۱۵
۲۱
۸


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بنابراین

XTX =



۳ ۰ −۱ −۲ ۰ ۰
۰ ۳ ۰ ۰ −۱ −۲
−۱ ۰ −۲ −۱ ۰ ۰
−۲ ۰ −۱ ۴ −۱ ۰
۰ −۱ ۰ −۱ ۴ −۲
۰ −۲ ۰ ۰ −۲ ۴


, XT y =



−۳۵
۵
۲۶
−۶
−۶
۱۶


داریم: ͬ آوریم. م به دست (XTX + eT e)r = XT y دستگاه از را r رتبه بردار یͺتا، جواب محاسبه برای

r ≈ (−۱۷٫۷۰۸۴ ۱۰٫۶۷۵۱ ۰٫۶۶۰۹ − ۹٫۱۷۲۷ ۴٫۵۰۵۵ ۱۱٫۴۸۰۲)T

ͬ باشد: م زیر شرح به ماسͬ روش طبق تیم ها رتبه و

رتبه ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶
تیم T۶ T۲ T۵ T۳ T۴ T۱

این [١]. كرد ارایه ورزشͬ تیم های رتبه محاسبه برای ٢٠٠٢ در را کالͬ روش کال١۴ͬ وسلͬ کالͬ: الͽوریتم .٢ . ۴
مساوی نتیجه هیچ كه فرض این با تیم ها، باخت و برد و بازی ها تعداد از که است رتبه بندی روش های ساده ترین از ͬͺی روش
این در معادله هر است. خطͬ معادلات دستگاه ͷی حل و فرمول بندی کالͬ روش اساس ͬ کند. م استفاده باشد، نداشته وجود
است، شده طراحͬ لاپلاس١۵ توالͬ قانون اساس بر ͬ باشد. م تیم ها رتبه کننده تعیین دستگاه جواب و تیم ͷی نظیر دستگاه

که: ترتیب بدین
اجتمال با و یͺدیͽر از مستقل بازی، wi تعداد است داده انجام که بازی ni مجموع از Ti تیم و داریم تیم n کنید فرض

است. wi+۱
ni+۲ برابر ام (ni + ۱) بازی در تیم این برد احتمال است. برده را ،i/n

است دفعاتͬ تعداد nji و ni برابر Ti تیم بازی های تعداد كرده اند، شركت مسابقات در T۱, . . . , Tn تیم n کنید فرض
ͬ شود: م ساخته زیر به صورت کالͬ ماتریس ابتدا کالͬ، روش در است. كرده بازی Tj تیم با Ti تیم كه

Cji =

−nji i ̸= j اگر

۲+ ni i = j اگر

بردار سپس
(۴) bi = ۱+ (wi − li)/۲

دستگاه ͬ شود. م محاسبه ͬ باشد، م i تیم باخت و برد تعداد ترتیب به li و wi آن در که

(۵) Cr = b

را تیم ها رتبه که است کالͬ روش اساس بر تیم ها امتیاز شامل r بردار ͬ باشد. م r نامنفͬ بفرد منحصر جواب یك دارای
ͬ کند. م مشخص

14Wesley Colley 15Laplace’s Rule of Succession
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از: عبارتست b بردار و كالͬ ماتریس ͬ بریم. م به كار ٣ مثال برای را كالͬ الͽوریتم کنید فرض

C =



۵ ۰ −۱ −۲ ۰ ۰
۰ ۵ ۰ ۰ −۱ −۲
−۱ ۰ ۴ −۱ ۰ ۰
−۲ ۰ −۱ ۶ −۱ ۰
۰ −۱ ۰ −۱ ۶ −۲
۰ −۲ ۰ ۰ −۲ ۶


b =



۱
۲
۳
۲
۲
۰
۱
۱


از: عبارتست و ͬ شود م محاسبه (۵) دستگاه حل از تیم ها امتیازات بردار

(۶) r = (۰٫۳۵۹۷,۰٫۶۱۶,۰٫۶۶۸۷,۰٫۳۱۴۹,۰٫۵۰۱۵,۰٫۵۳۹۲)T

بر تیم ها رتیه کرده اند. کسب را امتیاز کمترین و بیشترین ترتیب به چهارم و سوم تیم های که ͬ دهد م نشان (۶) در امتیازها
ͬ باشد: م زیر به ترتیب (۶) در آنها امتیاز اساس

رتبه ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶
تیم T۳ T۲ T۶ T۵ T۱ T۴

.[۴] کرد ارائه ١٩٩٣ در نامنفͬ های ماتریس نظریه اساس بر رتبه بندی روش یك کینر١۶ پی. جیمز کینر. روش .٣ . ۴

ͬ شود. م نامیده کینر ماتریس که ͬ شود م تشͺیل تیم ها امتیاز یا باخت و برد اساس بر K امتیاز ماتریس یك ابتدا روش این در
Ti تیم كه است امتیازی Sij و Ti تیم بازی های تعداد ni كرده اند، شركت مسابقات در T۱, . . . , Tn تیم n كنید فرض
روش های ͬ شود. م ساخته کینر ماتریس نام به K امتیاز ماتریس ͷی روش این در است. كرده كسب Tj تیم مقابل بازی در
که K = (Kij) کنید فرض ͬ کنیم. م اشاره روش چهار به ادامه در که است شده معرفͬ امتیاز ماتریس ساخت برای مختلفͬ

است. K ماتریس (i, j) درایه Kij

دیͽر تیم بالا امتیاز ͷی با تیمͬ اگر که این است روش این اشͺال ͬ شود. م گرفته نظر در ،Kij = Sij اول، روش در ‐١
نباشد. قدرتمندی تیم واقعاً برنده تیم است ممͺن كه صورتͬ در دارد زیادی تاثیر رتبه بندی در امتیاز این ببرد را

ͬ بخشد. م بهبود حدی تا را قبل روش اشͺال که ͬ شود م انتخاب Kij =
Sij

Sij+Sji
دوم، روش در ‐٢

تیم ͷی اگر ͬ کند م تضمین و ͬ کند م محاسبه Kij =
Sij+۱

Sij+Sji+۲ به صورت را کینر ماتریس درایه های سوم، روش در ‐٣
رویارویی در Ti تیم برد احتمال عنوان به توان مͬ را روش این کند. نمͬ کسب را اعتبار کل دیͽر تیم آورد دست به ۰ امتیاز
بالا با ͬ توانند م تیم ها ͬ کند، م استفاده تیم ها رتبه محاسبه برای بازی امتیازات از کینر که آنجا از كرد. تعبیر Tj تیم با بعدی
ماتریس «هموارسازی» برای توابعͬ كینر تاثیر، این احتمال کردن کم برای بͽذارند. تأثیر رتبه بندی روی بر امتیازات بردن

از: عبارتست ͬ گیرد م قرار استفاده مورد معمولا˟ كه هموارسازی تابع یك كرد. پیشنهاد امتیازها

h(x) =
۱
۲ + (

۱
۲)sgn(x− ۱

۲)
√

|۲x− ۱|.

16 Keener
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ͬ شود: م تعریف صورت به كینر ماتریس و

(٧) Kij =

h(
Sij+۱

Sij+Sji+۲) کنند بازی هم با Tj و Ti اگر

۰ صورت این غیر در

مثبت ویژه بردار ͷی پرون‐فروبنیوس قضیه طبق نتیجه، در است. كاهش قابل غیر و نامنفͬ (٧) رابطه در K ماتریس
ͬ دهد. م نشان را تیم ها رتبه پرون بردار ͬ شود. م نامیده پرون بردار که دارد مقدارویژه بزرگترین نظیر منحصربفرد

حل از r رتبه بردار کینر، ماتریس تشͺیل از پس

(٨) Kr = λr

ͬ آید. م به دست است، K طیفͬ شعاع λ که هنگامͬ
مجموع برابر كه ͬ شود م محاسبه تراكمͬ امتیاز یك هرتیم برای کنند بازی دیͽر هم با بار ͷی از بیش تیم ها اگر توجه:
کرده اند بازی بار دو T۶ و T۲ تیم های ، ٣ مثال در است. شده انجام تیم دو بین كه است بازی هایی از آمده به دست امتیازهای
۶۰−۳۴ برابر T۶ و T۲ بین تراکمͬ امتیاز بنابراین شده اند. برنده ۲۷−۶ امتیاز با T۶ تیم و ۲۸−۲۳ امتیاز با T۲ تیم که
داده اند. انجام بازی چند تیم دو كه است حالتͬ برای امتیاز محاسبه روش ساده ترین این ͬ دهد. م نشان را T۶ تیم برد كه است

است: زیر به صورت ٣ مثال برای کینر ماتریس

K ≈



۰ ۰ ۰٫۲۶۱۲ ۰٫۲۱۵۶ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰٫۸۰۳۵ ۰٫۲۸۴۳

۰٫۷۳۸۸ ۰ ۰ ۰٫۸۰۴۷ ۰ ۰
۰٫۷۸۴۴ ۰ ۰٫۱۹۵۳ ۰ ۰٫۲۵۶ ۰

۰ ۰٫۱۹۶۵ ۰ ۰٫۷۴۴ ۰ ۰٫۵
۰ ۰٫۷۱۵۷ ۰ ۰ ۰٫۵ ۰


از: عبارتست Kr = λr دستگاه حل از r رتبه ی بردار و λ = ۱٫۱۰۰۸ برابر K ماتریس طیفͬ شعاع

r ≈ (۰٫۱۰۴۴ ۰٫۵۲۵۲ ۰٫۲۴۳۷ ۰٫۲۳۷۵ ۰٫۵۱۵۸ ۰٫۵۷۵۷)T

از: عبارتند رتبه ترتیب به تیم ها بنابراین

رتبه ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶
تیم T۶ T۲ T۵ T۳ T۴ T۱

دفاع‐حمله روش .۵

تیم n کنید فرض .[٣] ͬ کند م رتبه بندی را آنها دفاع، و حمله در تیم ها توانایی اساس بر ١٧(ODM) حمله‐دفاع روش
گوییم ͬ شود.   م گرفته نظر در صفر Aij باشند نداشته بازی هم مقابل تیم دو اگر و i تیم مقابل در j تیم امتیاز Aij و داریم
بصورت و ͬ دهیم م نشان oj با را j تیم حمله رتبه كند. كسب امتیاز خوبی به حریف تیم از هرگاه ͬ كند م حمله خوب ،j تیم

ͬ کنیم: م محاسبه زیر
oj = A۱j(۱/d۱) + · · ·+Anj(۱/dn).

17 Offense-Defense
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۶٨١–٧ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ندایی، ط. و رابوکͬ گلپر ع.

رتبه كند. كسب امتیاز مقابلش در حریف تیم كه ندهد اجازه هرگاه است خوب دفاعͬ تیم یك ،i تیم ͬ گوئیم م ترتیب به همین
ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت و ͬ دهیم م نشان di با را i تیم دفاعͬ

di = Ai۱(۱/o۱) + · · ·+Ain(۱/on).

دهید: قرار قدم اولین در است. شده تشͺیل بازی ها امتیاز مثبت تفاضل از A امتیاز ماتریس کنید فرض

d(۰) = e

یعنͬ ͬ شود، م محاسبه o(k) و d(k) درایه های عکس از ۱/o(k) و ۱/d(k) کنید فرض .e = (۱ ۱ · · · ۱)T که

۱/d(k) = (۱/d(k)۱ , · · · ,۱/d(k)n ), ۱/o(k) = (۱/o(k)۱ , · · · ,۱/o(k)n ).

ͬ شوند: م محاسبه زیر تکراری روند از دفاع و حمله مقادیر

(٩) o(k) = AT (۱/d(k−۱)), d(k) = A(۱/o(k)).

و دفاع دنباله های و ͬ شود م تعریف ،۰ < ϵ < ۱ برای ،P = A+ ϵeeT ماتریس o(k) و d(k) دنباله های همͽرایی منظور به
ͬ آید: م به دست زیر تکراری رابطه از حمله

(١٠) o(k) = P T (۱/d(k−۱)), d(k) = P (۱/o(k))
برای ͬ شود. م محاسبه ri = oi/di از رتبه بردار و ͬ شوند م تکرار شود برقرا همͽرایی شرایط که زمانͬ تا (١٠) دنباله های

نمایید. مراجعه [٣] به بیشتر جزییات و (١٠) و (٩) دنباله های همͽرایی شرایط بررسͬ
است: زیر به صورت ٣ مثال برای A امتیاز ماتریس

A =



۰ ۰ ۱۳ ۲۵ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۲۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۳ ۰ ۱۳ ۰ ۱۵ ۰
۰ ۲۱ ۰ ۰ ۰ ۸
۰ ۵ ۰ ۰ ۸ ۰


,

است: زیر به صورت نتایج tol = ۰٫۰۰۰۱ و P = A+ ۰٫۰۱eeT انتخاب با

o = (۱٫۷۰۹۶,۹۰٫۷۰۳۲,۵٫۲۲۵۳,۳٫۸۹۷۳,۲۴٫۶۸۸۸,۲۵۷٫۶۱۴۷)T

d = (۸٫۹۱۳۵,۰٫۰۹۲۴,۰٫۰۱۰۹,۴٫۸۶۱۱,۰٫۲۷۳۵,۰٫۳۹۰۰)T

r = (۰٫۱۹۱۸,۹۸۱٫۶۳۶۰,۴۸۰٫۱۳۹۱,۰٫۸۰۱۷,۹۰٫۲۸۲۶,۶۶۰٫۴۸۱۰)T

از: عبارتست دفاع حمله‐ روش به تیم ها رتبه

رتبه ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶
تیم T۲ T۶ T۳ T۵ T۴ T۱
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۶٨١–٧ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ورزشͬ، تیم  های رتبه بندی

کرده اند. کسب را دفاع امتیاز بیشترین T۴ و T۱ تیم  های و حمله امتیاز بیشترین T۲ و T۶ تیم های که ͬ دهد م نشان نتایج

یافته تعمیم ماركفͬ روش های .۶

مجموعه یك در شͬء n رتبه محاسبه برای ماركف زنجیرهای و گراف نظریه از ١٨(GeM) یافته تعمیم ماركفͬ روش های
هر و نیست ورزش مختص تنها GeM مدل شد. مطرح صفحه‐رتبه روش از روش ها این شروع ͬ كند. م استفاده متناهͬ
ͬ توان م همواره كند. استفاده روش این از ͬ تواند م شود داده نمایش وزندار جهتدار گراف یك صورت به بتواند كه مساله  ای
تیم های گره ها كه طوری به داد نشان برنده به بازنده تیم از وزندار جهتدار گراف یك صورت به را مسابقات از فصل یك
که تصادفͬ داده های از استفاده با روش این ͬ دهند. م نشان را تیم ها امتیاز یال ها وزن و بازی ها جهتدار یال های كننده، شركت
ͬ كند م تضمین متناهͬ ماركف زنجیرهای نظریه ͬ سازد. م G تصادفͬ كاهش غیرقابل ماتریس یك ͬ آید م بدست مسابقات از
احتمال توزیع بردار یك r بردار .

∑
ri = ۱ كه دارد وجود G ماتریس برای ١ مقدارویژه نظیر r = (ri) بردارویژه یك كه

و تیم برترین عنوان به كرده كسب را رتبه بالاترین كه تیمͬ ͬ شود. م گرفته نظر در i تیم رتبه عنوان به آن درایه iامین و است
صورت به G ماتریس ͬ شوند. م مرتب رتبه حسب بر تیمها بقیه ترتیب همین به

(١١) G = α۰S۰ + . . .+ αpSp

ماتریس ͷی نیز G ͬ شود م نتیحه که ،
∑

αi = ۱ طوریͺه به ۰ ≤ αi ≤ ۱ و تصادفͬ Si ماتریس های ͬ شود، م تعریف
است. تصادفͬ

ͬ شود. م گرفته نظر در رتبه بندی بردار عنوان به G ماتریس غالب مقدارویژه نظیر بردارویژه تعمیم یافته مارکفͬ روش های در
ارزش گذاری اندازه یك به نباید وقوی ضعیف تیمهای مقابل باخت و برد كه است استوار ایده این بر روش ها این كلͬ اساس
نتیجه در و است قوی تیم یك تیم این گفت اطمینان با ͬ توان نم باشد ضعیف تیم های مقابل فقط برنده تیم بردهای اگر شود.
امتیاز قوی تیم مقابل برد برای كه ͬ شود م انجام گونه ای به رتبه بندی روش ها این در كند. كسب بالایی رتبه نباید بندی رتبه در
تیم این از كه تیم هایی تمام بین بازنده تیم رتبه منظور بدین شود. گرفته نظر در پایین تر امتیاز ضعیف تیم مقابل و بالاتر

ͬ كنیم. م بیان را ͬ باشد م دسته این در روش ها معروفترین از ͬͺی که صفحه‐رتبه روش ادامه در ͬ شود. م تقسیم برده اند،

و لاری پیج١٩ توسط که است وب صفحات به رتبه دهͬ روش ͷی صفحه‐رتبه روش صفحه‐رتبه. الͽوریتم .١ . ۶
اهمیت از لینک ها کیفیت همچنین و دیͽر سایت های از ورودی لینک های تعداد روش این در شد. مطرح [۵] ͬ برین٢٠ سرگئ

است: شده ساخته زیر اصول براساس الͽوریتم این برخوردارند. صفحات رتبه دهͬ در العاده ای فوق
بنابراین است مقصد صفحه ی اهمیت دهنده ی نشان ضمنͬ طور به دیͽر صفحه ی به صفحه ͷی از پیوند ͷی وجود .١

ͬ باشد. م صفحه این جذابیت و اهمیت دهنده ی نشان صفحه ͷی به ورودی پیوند تعداد
دارد. کمتر ارزش با صفحه ͷی از رسیده پیوند به نسبت بیشتری ارزش بااهمیت، صفحه ͷی از رسیده پیوند .٢

باشد. گرفته پیوند دیͽر مهم صفحات از که است مهم صفحه ای بنابراین
جمع صفحه هر اهمیت یا رتبه دیͽر به عبارت دارد بستگͬ آن به شده داده لینک صفحات اهمیت و تعداد به صفحه هر رتبه
با آنرا توان مͬ كه بوده بازگشتͬ الͽوریتم یك صفحه‐رتبه الͽوریتم ͬ كنند. م اشاره آن به كه است صفحه هایی رتبه وزندار
قضیه این است. شده بنا پرون‐فروبنیوس قضیه بر صفحه‐رتبه الͽوریتم کار اساس كرد. مدلسازی ماركف زنجیر از استفاده
آن نظیر مثبت بردارویژه ͷی که است آن ساده مقدارویژه ͷی کاهش غیرقابل مثبت ماتریس هر طیفͬ شعاع که ͬ کند م بیان

دارد. وجود

18 Generalized Markov Method 19Larry Page 20 Sergey Brin
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مقابل در که دارد بستگͬ تیم هایی رتبه به تیم هر رتبه که ͬ کند م بیان ورزشͬ تیم های رتیه بندی برای رتبه‐صفحه روش
به ͬ یابد. م اختصاص برنده تیم به بیشتری امتیاز باشد، برخوردار بالاتری رتبه از مقابل تیم چه هر است. شده برنده آن ها

دارد. بستگͬ بازنده تیم امتیاز به و نیست یͺسان مختلف تیم های مقابل برد امتیاز دیͽر عبارت
گراف ͷی به صورت مسابقات فصل ͷی ͬ پردازیم. م ورزشͬ تیم های رتبه بندی برای رتبه‐صفحه روش بررسͬ به ادامه در
هر ازای به ͬ شوند. م گرفته نظر در یال ها نظیر بازیها، و گراف گره های عنوان به تیم ها آن در که ͬ شود م گرفته نظر در جهتدار
امتیاز تفاضل برابر را آن وزن و برنده تیم به بازنده تیم از را یال جهت ͬ کنیم، م ایجاد آنها بین وزندار یال ͷی تیم دو بین بازی
تیم به را خود رتبه از بخشͬ بازنده تیم که ͬ شود م سبب برنده تیم به بازنده ازتیم لینک ͷی ͬ كنیم. م انتخاب بازنده از برنده
در که است امتیازهایی مثبت تفاضل j به i یال وزن ببازد j تیم به بار ͷی از بیشتر i تیم فصل ͷی طول در اگر بدهد. برنده

ͬ شود: م ساخته زیر صورت به مسابقات گراف نظیر مجاورت ماتریس است. آمده به دست دوتیم این بین بازی

Aij =

Wij ببرد. Ti تیم از Tj تیم اگر

۰ صورت این غیر در

که ،H ماتریس سپس است. شده برنده Tj و آمده به دست Tj و Ti تیم بین دربازی های که است امتیازهایی تفاضل Wij که
ͬ شود: م ساخته زیر به صورت ͬ شود، م گفته ٢١ لینک فوق ماتریس آن به

Hij =


Aij∑n

k=۱ Aik
ببرد. Ti تیم از Tj تیم اگر

۰ این صورت غیر در

ͬ باشد. م صفر تماماً H ماتریس سطرهای برخͬ پس باشد نشده برگزار بازی تیم ها بعضͬ بین است ممͺن که آنجا از
صورت به u بردار معمولا دهیم. قرار H صفر سطر در را u تصادفͬ بردار ͷی کافیست تصادفͬ ماتریس ͷی به H تبدیل برای
کاهش قابل غیر نامنفͬ ماتریس ͷی و ͬ شود م نامیده گوگل ماتریس که G ماتریس آخر در ͬ شود. م انتخاب u = (۱/n)e

ͬ شود: م محاسبه زیر بصورت است

(١٢) G = α(H + auT ) + (۱− α)evT

و صفر برابر H iام سطر اگر است ۱ برابر آن iام درایه که است برداری a و احتمال توزیع بردارهای u و v ،۰ < α < ۱ که
است. همبند قویاً G نظیر گراف است. صفر برابر این صورت غیر در

حل از كه است ۱ ویژه مقدار نظیر G چپ ویژه بردار ͷی r رتبه بردار

rT = rTG.

.[١٠ ،٨ ،٧ ،۵ ،٢] هستند مثبت r درایه ها و ͬ آید م به دست
است: زیر به صورت ٣ مثال تیم ۶ مسابقات گراف

21Hyperlink
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͹لی گراف :١ شͺل

ͬ باشند: م زیر به صورت H فوق لینک و A مجاورت ماتریس های

A =



۰ ۰ ۱۳ ۲۵ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۲۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۳ ۰ ۱۳ ۰ ۱۵ ۰
۰ ۲۱ ۰ ۰ ۰ ۸
۰ ۵ ۰ ۰ ۸ ۰


, H =



۰ ۰ ۱۳/۳۸ ۲۵/۳۸ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

۳/۳۱ ۰ ۱۳/۳۱ ۰ ۱۵/۳۱ ۰
۰ ۲۱/۲۹ ۰ ۰ ۰ ۸/۲۹
۰ ۵/۱۳ ۰ ۰ ۸/۱۳ ۰


u = ۱/۶(۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱) و a = (۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰) انتخاب با است، صفر برابر H ماتریس سوم سطر که آنجا از

است: زیر به صورت S تصادفͬ ماتریس

H + auT =



۰ ۰ ۱۳/۳۸ ۲۵/۳۸ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱

۱/۶ ۱/۶ ۱/۶ ۱/۶ ۱/۶ ۱/۶
۳/۳۱ ۰ ۱۳/۳۱ ۰ ۱۵/۳۱ ۰
۰ ۲۱/۲۹ ۰ ۰ ۰ ۸/۲۹
۰ ۵/۱۳ ۰ ۰ ۸/۱۳ ۰


.

از: عبارتست (١٢) طبق G ماتریس ،v = ۱/۶e و α = ۰٫۸۵ انتخاب با

G = ۰٫۸۵(H + auT ) + ۰٫۱۵(۱/۶)eeT =

۱/۴۰ ۱/۴۰ ۶/۱۹ ۱۱۱/۱۹۰ ۱/۴۰ ۱/۴۰
۱/۴۰ ۱/۴۰ ۱/۴۰ ۱/۴۰ ۱/۴۰ ۷/۸
۱/۶ ۱/۶ ۱/۶ ۱/۶ ۱/۶ ۱/۶

۱۳۳/۱۲۴۰ ۱/۴۰ ۴۷۳/۱۲۴۰ ۱/۴۰ ۵۴۱/۱۲۴۰ ۱/۴۰
۱/۴۰ ۷۴۳/۱۱۶۰ ۱/۴۰ ۱/۴۰ ۱/۴۰ ۳۰۱/۱۱۶۰
۱/۴۰ ۱۸۳/۵۲۰ ۱/۴۰ ۱/۴۰ ۵۷/۱۰۴ ۱/۴۰


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از عبارتست تیم ها رتبه از: عبارتست ͬ کند م مشخص را تیم ها رتبه و ͬ شود م محاسبه rT = rTG از که r بردار

r = (۰٫۰۳۸, ۰٫۲۸۲۵, ۰٫۰۶۵۶, ۰٫۰۵۶, ۰٫۲۲۸۹, ۰٫۳۲۸۱)T

از: عبارتست رتبه اساس بر تیم ها ترتیب و

رتبه ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶
تیم T۶ T۲ T۵ T۳ T۴ T۱

برویم جلوتر فصل در چه هر كرد. پیشͽویی بعد هفته در را برنده تیم های ͬ توان م هفته هر در G ماتریس به روزرسانͬ با
ͬ یابد. م افزایش پیشͽویی ها دقت
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گلپررابوکͬ عفت
ریاضͬ گروه قم، دانشͽاه قم،

g.raboky@qom.ac.ir

١٣٧٣ سال در و امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه کامپیوتر در کاربرد ریاضͬ کارشناسͬ مقطع وارد ١٣۶٨ سال گلپررابوکͬ عفت
تحت را کاربردی ریاضͬ دکتری دوره ١٣٨٣ سال در شد. شریف دانشͽاه کاربردی ریاضͬ ارشد کارشناسͬ مقطع وارد
ریاضͬ گروه علمͬ هیات ١٣٧٩ سال از وی کرد. آغاز شریف صنعتͬ دانشͽاه در امیری مهدوی الدین نظام دکتر آقای نظر

است. قم دانشͽاه
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۶٨١–٧ (١٣٩٨) ٢ شماره ،۴ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ورزشͬ، تیم  های رتبه بندی

ندایی طاهره
ورزشͬ علوم و بدنͬ تربیت گروه قم، دانشͽاه قم،

t-nedaee@qom.ac.ir

سال وی . شد خوارزمͬ دانشͽاه ورزشͬ علوم و بدنͬ تربیت دررشته کارشناسͬ مقطع وارد ١٣٧٢ در سال ندایی طاهره
تربیت در ریزی برنامه و مدیریت دکتری دوره ١٣٨۶ درسال کرد.او شروع گیلان دانشͽاه در را ارشد کارشناسͬ مقطع ١٣٧٧
١٣٨٠ سال از وی کرد. آغاز خوارزمͬ، دانشͽاه در و مظفری امیراحمد سید دکتر نظرآقای و راهنمایی تحت را ورزش و بدنͬ

است. قم دانشͽاه ورزشͬ علوم و بدنͬ تربیت گروه علمͬ هیات

٨١ DOI: http://dx.doi.org/10.22108/msci.2020.118609.1334
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