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انتگرال پذیری نماهای از معینͬ مجموعه ی با اندازه پذیر توابع

۱ ویلانͬ آ.
کاظمͬ رسول و ∗ دهقانͬ مهدی مترجمین:

مجموعه ی f : Ω → R A‐اندازه پذیر تابع هر برای ،(Ω,A, µ) اندازه ی فضای ͷی در چͺیده.
کلͬ حالت در اما باشد، تباهیده است ممͺن که است، بازه ͷی همواره E(f) = {p ∈ (۰,+∞) : f ∈ Lp(µ)}
آن ها برای که ͬ پردازیم م اندازه ای فضاهای توصیف به بنابراین باشد. (۰,+∞) در مشمول I دلخواه بازه ی هر ͬ تواند نم
آن ها در که هستند اندازه ای فضاهای دقیقاً آن ها که ͬ دهیم م نشان باشد. (۰,+∞) از دلخواهͬ زیربازه ی هر ͬ تواند م E(f)

ندارد. وجود متفاوت Lp(µ) فضاهای بین شمولͬ هیچ

مقدمه .١

دهنده ی نشان Lp(µ) معمول مطابق ،p ∈ (۰,+∞) هر برای و باشد مثبت اندازه ی فضای ͷی (Ω,A, µ) کنید فرض
هر برای هم چنین است. متناهͬ

∫
Ω |f |pdµ انتگرال که طوری به باشد Ω بر f A‐اندازه پذیر توابع همه برداری فضای

یعنͬ باشد، f انتگرال پذیری نماهای همه ی مجموعه ی نشان دهنده ی E(f) کنید فرض ،Ω بر f A‐اندازه پذیر حقیقͬ تابع
گیرد. قرار Lp(µ) در f طوری که به p ∈ (۰,+∞) همه ی مجموعه ی

تباهیده است ممͺن که است، بازه ͷی همواره E(f) مجموعه ی که ͬ کند م بیان هولدر نامساوی از معروفͬ نتیجه ی
آیا که ͬ آورد م وجود به ذهن در را پرسش این طبیعͬ طور به حقیقت این . باشد تهͬ) یا نقطه ای تک مجموعه ی (یعنͬ

ببینید). را [١] از ٧١ صفحه ،۴ تمرین مثال برای باشد( (۰,+∞) زیر بازه ی هر با برابر ͬ تواند م E(f)
واقع در است. منفͬ سؤال این پاسخ کلͬ، اندازه ی فضای ͷی برای که است این ͬ شود م نتیجه درنگ بی آن چه
مجموعه ای شمول آن ها برای که است، متناهͬ µ(Ω) که فضاهایی مانند دارند وجود (Ω,A, µ) اندازه ی فضاهای
که شمارشͬ اندازه فضای مانند فضاهایی و است برقرار p < q که p, q ∈ (۰,+∞) هر برای Lq(µ) ⊆ Lp(µ)

باشد دلخواه ͬ تواند نم E(f) بازه ی که است واضح حالت دو این در است. برقرار Lp(µ) ⊆ Lq(µ) برعکس شمول آن در
کند. صدق sup E(f) = +∞ و inf E(f) = ۰ شرط در باید باشد ناتهͬ اگر اما

مجموعه ی برابر ،I ⊆ (۰,+∞) حقیقͬ بازه ی هر آن ها برای که دارند وجود اندازه ای فضاهای دیͽر سوی از
مثالͬ ͹لب اندازه ی به مجهز R حقیقͬ خط است. f اندازه پذیر حقیقͬ تابع ͷی برای انتگرال پذیری نماهای از E(f)
شͺل به توابعͬ نظر گرفتن در با مثال عنوان به است، درک قابل سادگͬ به این ͬ کند. م فراهم اندازه ای فضای چنین از
U نامنفͬ، حقیقͬ اعداد β و α آن در که است) E مجموعه ی مشخصه ی تابع دهنده ی نشان χE) αχUϕ+ βχR\Uψ
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منفͬ توانͬ با برابر جا همه تقریباً که هستند توابعͬ همه ی کلاس به متعلق ψ و ϕ و ۰ از کراندار اندازه پذیر ͬͽهمسای ͷی
ͬ باشند. م (γ > ۱) |x|(۱+ | log |x||)γ از یا |x| از

Lp فضاهای بین شمولͬ هیچ آن در که خاصیت این با اندازه فضای هر دهیم نشان که است، این یادداشت این هدف
حͺم که داریم، را زیر قضیه ی واضح تر بیان به ͬ کند. م رفتار ͹لب اندازه همراه به R شبیه درست ندارد، وجود متفاوت

ͬ شود. م نتیجه آن از آسانͬ به قبلͬ

مجموعه های همه ی از متشͺل A′ خانواده ی که است ویژگͬ این دارای (Ω,A, µ) اندازه ی فضای کنید فرض .١ . ١ قضیه
ͬ کند: م صدق زیر شرط دو هر در و است ناتهͬ ،۰ < µ(E) < +∞ که E ∈ A

inf
E∈A′

µ(E) = ۰.(١)

sup
E∈A′

µ(E) = +∞.(٢)

که طوری به دارد وجود Ω بر f A‐اندازه پذیر حقیقͬ تابع تباهیده)، (شاید I ⊆ (۰,+∞) بازه ی هر برای آن گاه
.E(f) = I

(١) شرط دو هر وقوع که ͬ دانیم م است، شده داده [٢] در Lp ⊆ Lq شمول برای که توصیفͬ به توجه با واقع در
را زیر نتیجه ی بنابراین .Lp(µ) ⊈ Lq(µ) ،p ̸= q که p, q ∈ (۰,+∞) هر برای که فرض این با است معادل (٢) و
نماهای برای Lp(µ) ⊆ Lq(µ) شمول رابطه هیچ که طوری به باشد اندازه فضای ͷی (Ω,A, µ) کنید فرض داریم:
تابع تباهیده)، (شاید I ⊆ (۰,+∞) دلخواه بازه ی هر برای صورت این در نیست. برقرار p, q ∈ (۰,+∞) متمایز
همان که دید خواهیم پایانͬ تذکر در حقیقت، در .E(f) = I که طوری به دارد وجود Ω بر f A‐اندازه پذیر حقیقͬ
نظر صرف ͬ تواند م E(f) بازه ی اندازه ، فضای هر در که ͬ دهد م نشان ͬ رود، م کار به بالا قضیه ی اثبات برای که استدلالͬ
باشد. دلخواه ͬ گیرد، م نشأت متفاوت Lp فضاهای بین ممͺن شمول های از که sup E = +∞ یا inf E = ۰ قید های از

قضیه اثبات و ͬͺتکنی لم چند .٢

دنباله ای {xn} کنید فرض داریم. نیاز عددی سری های مورد در ساده لم دو به بالا در شده بیان قضیه ی اثبات برای
سری صورت این در .limn→∞ xn = ۰ و باشد مثبت اعداد از نزولͬ
∞∑

n=۱

۱
xn

(xn − xn+۱)(٣)

واگراست.

ͬ گیریم: م نظر در حالت دو اثبات.
هم ارزی به توجه با صورت این در .xn+۱

xn
≤ ۱

۲ داریم، n متناهͬ نا تعداد برای که کنید فرض اول

xn+۱
xn

≤ ۱
۲ ⇔ ۱

xn
(xn − xn+۱) = ۱− xn+۱

xn
≥ ۱

۲ .

واگراست. (٣) سری که است آشͺار
۴۶
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رابطه ی گرفتن نظر در با صورت این در .xn+۱
xn

> ۱
۲ بزرگ، کافͬ اندازه ی به nهای همه ی برای کنید فرض حال

xn+۱
xn

>
۱
۲ ⇒ ۱

xn
(xn − xn+۱) ≥

۱
۲xn+۱

(xn − xn+۱)

داریم: است نزولͬ تابع ͷی f(x) = ۱
x که این ملاحظه ی و

∞∑
n=۱

۱
xn+۱

(xn − xn+۱) ≥
∞∑

n=۱

∫ xn

xn+۱

۱
x
dx =

∫ x۱

۰

۱
x
dx = +∞.

□ واگراست. (٣) سری نیز حالت این در که ͬ گیریم م نتیجه مقایسه آزمون از و

فرض شود. نتیجه xn = ۱
yn

جایͽزینͬ وسیله ی به ٢ لم از ͬ تواند م یا است، اثبات قابل مشابه روش به زیر در ٢ لم
سری صورت این در .limn→∞ yn = +∞ و باشد مثبت اعداد از صعودی دنباله ای {yn} کنید

∞∑
n=۱

۱
yn+۱

(yn+۱ − yn)

چهار دهیم نشان است کافͬ قضیه اثبات برای که ͬ کنیم م توجه ابتدا ͬ گردیم: م باز اصلͬ قضیه اثبات به حال واگراست.
که طوری به دارند وجود Ω روی h∞ و g∞ ،h۰ ،g۰ پذیر A‐اندازه نامنفͬ حقیقͬ تابع

E(g۰) = (۰,۱), E(h۰) = (۰,۱], E(g∞) = (۱,+∞), E(h∞) = [۱,+∞).

نامنفͬ حقیقͬ تابع دو هر برای که بدیهͬ نکته ی این به توجه و آن ها از استفاده با توابعͬ چنین یافتن از پس واقع، در
ͷی توانیم مͬ سادگͬ به I ⊆ (۰,+∞) بازه ی هر برای ،E(f + g) = E(f)∩E(g) داریم Ω روی g و f پذیر A‐اندازه

.E(f) = I طوری که به  fبسازیم تابع
،E(f) = ∅ یا ،(a < b ،a, b ∈ (۰,+∞)) E(f) = (a, b] ،E(f) = (۰, b) آوردن دست به برای مثال، عنوان به
به I بازه ی برای دیͽر حالت های همه ی .f = g۰ + g∞ یا ،f = g

۱
a∞ + h

۱
b۰ ،f = g

۱
b۰ دهیم قرار ترتیب به است کافͬ

است. انجام قابل مشابه روش
بسازیم. را h۰ و g۰ توابع تا ͬ دهد م ما به را اجازه این (١) شرط که ͬ دهیم م نشان حال

شرط در که دارد وجود {En} ⊆ A′ دنباله ی که ͬ گیریم م نتیجه (١) از

µ(En+۱) <
۱
۲µ(En), (n = ۱,۲, . . .).

داریم n, r = ۱,۲, . . . برای بنابراین و ͬ کند م صدق

µ(En+r) < (
۱
۲)rµ(En).

داریم نسبت آزمون از هم چنین و
∞∑

n=۱
µ(En) < +∞.

فرض با n = ۱,۲, . . . برای

An = En \ (∪∞
k=n+۱Ek).

۴٧
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هستند،مشمول مجزا دو به دو Anها ͬ آوریم: م دست به ذیل ͬ های ویژگ با اندازه پذیر مجموعه های از {An} دنباله ای دیͽر
داریم: واقع در هستند. مثبت اندازه ی از و

∑∞
n=۱ µ(An) < +∞ آن جا از که متناظرند، Enهای در

µ(An) = µ(En)− µ

En ∩ (
∞∪

k=n+۱
Ek)

 ≥ µ(En)−
∞∑

k=n+۱
µ(Ek)

> µ(En)−
∞∑
r=۱

(
۱
۲)rµ(En) = ۰.

با n = ۱,۲, . . . برای که ͬ کنیم م معرفͬ {xn} حقیقͬ دنباله ی ͷی اینک

xn =

∞∑
k=n

µ(Ak) (n = ۱,۲, . . .)

ͬ کند. م نزول صفر به دنباله این که کنید توجه .µ(An) = xn − xn+۱ ، داریم n = ۱,۲, . . . برای و ͬ شود، م تعریف
صورت به Ω بر را h۰ و g۰ A‐اندازه پذیر نامنفͬ حقیقͬ توابع حال

g۰ =
∞∑

n=۱

۱
xn
χAn , h۰ =

∞∑
n=۱

۱
xn(۱+ log۲ xn)

χAn .

داریم تابع دو این برای که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م تعریف

E(g۰) = (۰,۱), E(h۰) = (۰,۱].

که شود مͬ نتیجه ٢ لم ∫از
Ω
g۰dµ =

∞∑
n=۱

۱
xn
µ(An) =

∞∑
n=۱

۱
xn

(xn − xn+۱) = +∞,

داریم: ،p ∈ (۰,۱) هر برای دیͽر، سوی از .۱ /∈ E(g۰) بنابراین ∫و
Ω
gp۰dµ =

∞∑
n=۱

۱
xpn

(xn − xn+۱) ≤
∞∑

n=۱

∫ xn

xn+۱

۱
xp
dx =

∫ x۱

۰

۱
xp
dx < +∞,

.E(g۰) = (۰,۱) که ͬ دهد م نشان این ͬ گیرد. م قرار E(g۰) در p بنابراین و
نشان سپس .(۰,۱) ⊆ E(h۰) داریم ۰ ≤ h۰ ≤ g۰ نامساوی به توجه با که، ͬ کنیم م ملاحظه ابتدا ،h۰ برای حال

داریم: است، نزولͬ تابع ͷی ۱
x(۱+log۲ x)

که حقیقت این از استفاده با واقع در ،۱ ∈ E(h۰) که ͬ دهیم ∫م
Ω
h۰dµ =

∞∑
n=۱

۱
xn(۱+ log۲ xn)

(xn − xn+۱) ≤
∞∑

n=۱

∫ xn

xn+۱

۱
x(۱+ log۲ x)

dx

=

∫ x۱

۰

۱
x(۱+ log۲ x)

dx = Arctan(log x۱) +
π

۲ < +∞.

که ͬ کنیم م آوری یاد موضوع،  این مشاهده ی برای نیست. E(h۰) به متعلق p > ۱ نمای هیچ که ͬ کنیم م ثابت سرانجام
∞∑

n=۱

۱
xn

(xn − xn+۱) = +∞,

۴٨
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که ͬ کنیم م ملاحظه و

lim
n→∞

۱
xp
n(۱+log۲ xn)p

(xn − xn+۱)

۱
xn

(xn − xn+۱)
= lim

n→∞

x۱−p
n

(۱+ log۲ xn))p
= +∞.

داریم حدی مقایسه آزمون به بنا ∫بنابراین
Ω
hp۰dµ =

∞∑
n=۱

۱
xpn(۱+ log۲ xn)p

(xn − xn+۱) = +∞.

بسازیم. را h∞ و g∞ توابع ͬ توانیم م ،(٢) شرط از استفاده با که ͬ دهیم م نشان قضیه، اثبات شدن کامل برای
هر برای که طوری به بسازیم مجزا دو به دو اندازه پذیر مجموعه های از {Bn} دنباله ی ͷی ͬ توانیم م (٢) از استفاده با

:n = ۱,۲, . . .

۱ ≤ µ(Bn) < +∞,

µ(Fn+۱) ≥ و µ(F۱) ≥ ۱ که کنید انتخاب چنان را {Fn} ⊆ A′ دنباله ی ،n = ۱,۲, . . . هر برای (٢) از استفاده (با
،n = ۱,۲, . . . هر برای حال .(Bn+۱ = Fn+۱\(F۱∪· · ·∪Fn) B۱و = F۱ دهید قرار و µ(F۱)+· · ·+µ(Fn)+۱

ͬ دهیم: م قرار

yn = µ(B۱) + · · ·+ µ(Bn), (n = ۱,۲, . . .)

آورده ایم دست به مثبت اعداد از صعودی دنباله ی ͷی ، yn+۱ − yn = µ(Bn+۱) ،n = ۱,۲, . . . هر برای این که به نظر
ͬ کنیم: م تعریف حال .limn→∞ yn = ∞ که

g∞ =

∞∑
n=۱

۱
yn+۱

χBn+۱ , h∞ =

∞∑
n=۱

۱
yn+۱(۱+ log۲ yn+۱)

χBn+۱ .

شرایط در A‐اندازه پذیر نامنفͬ تابع دو این که دهیم نشان توانیم مͬ ٢ لم ͷکم به و

E(g∞) = (۱,+∞), E(h∞) = [۱,+∞).

ͬ کنیم. م نظر صرف آن ارائه از بنابراین است، h۰ و g۰ برای قبلͬ بحث شبیه بسیار بررسͬ این جزئیات ͬ کنند. م صدق
،[٢] نتایج داشتن نظر در با بنابراین بسازیم. (١) شرط اساس بر تنها را h۰ و g۰ توابع بودیم توانسته ما که کنید توجه
برای Lq(µ) ⊊ Lp(µ) ناسره ی شمول که باشد ویژگͬ این دارای (Ω,A, µ) اندازه ی فضای اگر که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م
A‐اندازه پذیر توابع ،inf I = ۰ که I ⊆ (۰,+∞) ناتهͬ بازه ی هر برای آنگاه باشد، برقرار ،p < q که p, q ∈ (۰,+∞)

با را کار این ͬ توانیم م ،E(f) = ∅ بخواهیم اگر حالت این در علاوه به .E(f) = I که طوری به دارد وجود f : Ω → R
اعداد از مناسب دنباله ای {cn} آن در که f =

∑∞
n=۱ cnχAn یعنͬ: دهیم، انجام An مجموعه های اساس بر f تعریف

.(cn = exp( ۱
µ(An)

) مثال (برای باشد مͬ حقیقͬ
هر برای که باشد چنان (Ω,A, µ) فضای اگر پس شد، اثبات (٢) شرط از استفاده با تنها h∞ و g∞ وجود چون
برابر sup I = +∞ که I ⊆ (۰,+∞) بازه ی هر آنگاه ،Lp(µ) ⊊ Lq(µ) باشیم داشته p < q که p, q ∈ (۰,+∞)

ͬ باشد. م f A‐اندازه پذیر حقیقͬ تابع ͷی انتگرال پذیری نماهای مجموعه ی
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