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متناهی تعمیم یافته گروه های در تجزیه و هم ریختی ها

 

 

پورصلواتی شجره نصرت اله

تلفیق با می دهد. ارائه متناهی تعمیم یافته گروه های در تجزیه قضایای و هم ریختی ها بین تعامل از جامعی تحلیل مقاله این چکیده.
پیدا متناهی تعمیم یافته گروه های ساختار درباره جدیدی نتایج ما تجزیه، قضایای با قسمتی خارج ساختارهای و هم ریختی ها نظریه
مستقیم حاصل ضرب به می توان را متناهی تعمیم یافته گروه هر که می کنیم اثبات و کرده معرفی را هم ریختی تجزیه مفهوم ما می کنیم.
ویژگی های تجزیه، آن تحت که می کنیم پیدا را شرایطی همچنین کرد. تجزیه هسته ساختار یک و هم ریختی یک تحت آن تصویر
فراهم آنها هم ریختی های و متناهی تعمیم یافته گروه های ساختار درک برای یکپارچه چارچوب یک ما نتایج می کند. حفظ را هم ریختی

می کند.

مقدمه .۱

برخلاف می دهد. ارائه کلاسیک گروه نظریه از توجهی قابل تعمیم ،[۳] شد معرفی مولایی توسط که تعمیم یافته، گروه های مفهوم
می دهند. را عضو هر برای فردی همانی عناصر وجود اجازه تعمیم یافته گروه های منفرد، همانی عنصر یک با کلاسیک گروه های
نشان کونیچنی و آرائوژو توسط که همان طور می سازد، هم ریخت ساده کاملا نیم گروه های با را آن ها معماری، انعطاف پذیری این

.[۲] شد داده
توپولوژیک جبر ،[۶] شبه گروه نظریه جمله از ریاضی مختلف زمینه های با عمیقی ارتباطات تعمیم یافته، گروه های روی پژوهش
نظریه اساسی ویژگی های از بسیاری این وجود، با است. ساخته آشکار [۴] یکپارچه اندازه ی نظریه طریق از نظری فیزیک و [۱]

.[۵] است گرفته قرار کید تأ مورد پورصلواتی توسط که همان طور نمی یابند، تعمیم ساختارها این به طبیعی به طور گروه
خارج ساختارهای و هم ریختی ها بر جریان اولین کرده اند. ظهور تعمیم یافته گروه های مطالعه در پژوهشی اصلی جریان دو
تعدد از ناشی فرد به منحصر تفاوت های با اما می کند پیدا را گروه نظریه در آن ها مشابه اساسی قضایای که است، متمرکز قسمتی
را جبری موجودات این پیچیده معماری که است، متمرکز تقسیم پذیری ویژگی های و تجزیه قضایای بر دوم جریان همانی. عناصر

می سازد. آشکار
متناهی تعمیم یافته گروه های در تجزیه قضایای و هم ریختی ها بین تعامل در کاوش با را پژوهشی جریان دو این مقاله این
حاصل ضرب به می توان را متناهی تعمیم یافته گروه هر که می کنیم اثبات و کرده معرفی را هم ریختی تجزیه مفهوم ما می زند. پل

کد. کد، :(MSC 2020) ۲۰۲۰ ریاضیات موضوعی رده بندی
ساده. کاملا نیم گروه های متناهی، نیم گروه های تجزیه، قضایای هم ریختی ها، تعمیم یافته، گروه های کليدی: کلمات و عبارات
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تجزیه، آن تحت که می کنیم پیدا را شرایطی همچنین کرد. تجزیه هسته ساختار یک و هم ریختی یک تحت آن تصویر مستقیم
می کند. حفظ را هم ریختی ویژگی های

پیش نیازها .۲

تجزیه قضایای و هم ریختی نظریه از کلیدی نتایج همچنین و تعمیم یافته گروه های ویژگی های و اساسی تعاریف بخش، این در
می کنیم. مرور را

در x, y, z ∈ G هر برای که است · دوتایی عمل یک به مجهز G ناتهی مجموعه ای تعمیم یافته گروه یک [۳] .۱ .۲ تعریف
می کند: صدق زیر اصول

(شرکت پذیری) (x · y) · z = x · (y · z) (۱)
(همانی x · e(x) = e(x) · x = x به طوری که دارد وجود e(x) ∈ G یکتا عنصر یک ،x ∈ G یک هر برای (۲)

موضعی)
(معکوس x · x−۱ = x−۱ · x = e(x) به طوری که دارد وجود x−۱ ∈ G عنصر یک ،x ∈ G یک هر برای (۳)

موضعی)

زیرگروه G(x) = {y ∈ G | e(y) = e(x)} مجموعه ،x ∈ G عنصر یک و (G, ·) تعمیم یافته گروه یک برای .۲ .۲ تعریف
می شود. نامیده x در G اصلی

از مجزا و ناتهی اجتماع G این، بر علاوه است. گروه یک G عمل تحت G(x) مجموعه ،x ∈ G هر برای [۵] .۳ .۲ قضیه
.G =

∪
x∈GG(x) یعنی است، خود اصلی زیرگروه های

برای بگیرید. نظر در را G(x) = {y ∈ G | e(y) = e(x)} مجموعه باشد. دلخواه عنصر یک x ∈ G کنید فرض اثبات.
داریم: y, z ∈ G(x) هر

e(y · z) = e(y) · e(z) = e(x) · e(x) = e(x)

زیرا: y−۱ ∈ G(x) داریم y ∈ G(x) هر برای و e(x) ∈ G(x) همچنین .y · z ∈ G(x) پس

e(y−۱) = e(y) = e(x)

عناصر در تفاوت دلیل به زیرگروه ها این و است اصلی زیرگروه های اجتماع G که آنجا از است. G از زیرگروه یک G(x) بنابراین
□ می شود. ثابت حکم هستند، مجزا همانی

مانند Γ × I ماتریس باشند. ناتهی مجموعه های I,Γ و باشد eH همانی عنصر با گروه یک H کنید فرض [۲] .۴ .۲ مثال
کنید: تعریف زیر به صورت I ×H × Γ روی را · دوتایی عمل بگیرید. نظر در H روی را P = (gγi)

(i, k, γ) · (j, h, µ) = (i, kgγjh, µ)

می شوند: داده زیر به صورت معکوس و همانی عنصر است. تعمیم یافته گروه یک (G, ·) = (I ×H × Γ, ·) آنگاه

e((i, k, γ)) = (i, g−۱
γi , γ), (i, k, γ)−۱ = (i, g−۱

γi k
−۱g−۱

γi , γ)

است. هم ریخت H گروه با که است G((i, k, γ)) = {(i, h, γ) | h ∈ H} آن اصلی زیرگروه ،(i, k, γ) عنصر هر برای
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تعمیم یافته گروه هم ریختی را ϕ : G→ H نگاشت یک باشند. تعمیم یافته گروه های (H, ∗) و (G, ·) کنید فرض .۵ .۲ تعریف
:x, y ∈ G هر برای اگر می نامیم

ϕ(x · y) = ϕ(x) ∗ ϕ(y)

می نامیم. یکریختی آن را باشد، دوسویی ϕ اگر

:x ∈ G هر برای آنگاه باشد. تعمیم یافته گروه های بین همریختی یک ϕ : G→ H کنید فرض .۶ .۲ قضیه
ϕ(eG(x)) = eH(ϕ(x)) (۱)
ϕ(x−۱) = (ϕ(x))−۱ (۲)

باشد. x ∈ G و همریختی یک ϕ : G→ H کنید فرض اثبات.
داریم: ϕ بودن همریختی از (۱)

ϕ(x) = ϕ(x · eG(x)) = ϕ(x) ∗ ϕ(eG(x))

.ϕ(eG(x)) = eH(ϕ(x)) یعنی است، H در ϕ(x) همانی ϕ(eG(x)) پس
داریم: نیز (۲)

eH(ϕ(x)) = ϕ(eG(x)) = ϕ(x · x−۱) = ϕ(x) ∗ ϕ(x−۱)

است. H در ϕ(x) معکوس ϕ(x−۱) پس
□

است. ker(ϕ) = {x ∈ G | ϕ(x) = eH(ϕ(x))} مجموعه ϕ : G→ H همریختی یک هسته .۷ .۲ تعریف

است. G از تعمیم یافته زیرگروه یک ϕ : G→ H همریختی یک ker(ϕ) هسته .۸ .۲ قضیه

داریم: x, y ∈ ker(ϕ) برای باشد. همریختی یک ϕ : G→ H کنید فرض اثبات.

ϕ(x · y) = ϕ(x) ∗ ϕ(y) = eH(ϕ(x)) ∗ eH(ϕ(y)) = eH(ϕ(x · y))

□ است. تعمیم یافته زیرگروه یک ker(ϕ) بنابراین .x−۱ ∈ ker(ϕ) و eG(x) ∈ ker(ϕ) همچنین .x · y ∈ ker(ϕ) پس

.G/ ker(ϕ) ∼= ϕ(G) آنگاه باشد. همریختی یک ϕ : G→ H کنید فرض .۹ .۲ قضیه

،x, y ∈ G برای می کنیم: تعریف زیر صورت به را G روی هم ارزی رابطه ابتدا اثبات.

x ∼ y if onⅼy anⅾ if ϕ(x) = ϕ(y)

کلاس های مجموعه را G/ ker(ϕ) خارج قسمتی مجموعه است. x · y−۱ ∈ ker(ϕ) با معادل رابطه این که داد نشان می توان
می کنیم: تعریف زیر به صورت را [x] هم ارزی کلاس ،x ∈ G هر برای می گیریم. نظر در رابطه این هم ارزی

[x] = {y ∈ G | ϕ(y) = ϕ(x)}

می کنیم: تعریف زیر به صورت را G/ ker(ϕ) روی دوتایی عمل حال

[x] · [y] = [x · y]
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نتیجه: در و ،ϕ(y) = ϕ(y′) و ϕ(x) = ϕ(x′) آنگاه ،[y] = [y′] و [x] = [x′] اگر زیرا است شده تعریف به خوبی عمل این

ϕ(x · y) = ϕ(x) ∗ ϕ(y) = ϕ(x′) ∗ ϕ(y′) = ϕ(x′ · y′)

.[x · y] = [x′ · y′] پس
است شده تعریف به خوبی نگاشت این می کنیم. تعریف ψ([x]) = ϕ(x) با را ψ : G/ ker(ϕ) → ϕ(G) نگاشت اکنون

.ϕ(x) = ϕ(y) آنگاه [x] = [y] اگر زیرا
است: هم ریختی یک ψ که می کنیم بررسی

ψ([x] · [y]) = ψ([x · y]) = ϕ(x · y) = ϕ(x) ∗ ϕ(y) = ψ([x]) ∗ ψ([y])

.ψ([x]) = h بنابراین و ϕ(x) = h که دارد وجود x ∈ G ،h ∈ ϕ(G) هر برای زیرا پوشاست ψ همچنین
.[x] = [y] و x ∼ y بنابراین ،ϕ(x) = ϕ(y) آنگاه .ψ([x]) = ψ([y]) کنید فرض ،ψ بودن یکبه یک برای

□ .G/ ker(ϕ) ∼= ϕ(G) و است یکریختی یک ψ نتیجه در

:x, y ∈ G هر برای اگر می نامیم نرمال شدت به را G تعمیم یافته گروه یک .۱۰ .۲ تعریف

e(xy) = e(x)e(y) (۱)
(xy)−۱ = y−۱x−۱ (۲)

:G نرمال شدت به متناهی تعمیم یافته گروه یک برای .۱۱ .۲ قضیه

هستند. هم ریخت G(x) = {y ∈ G : e(y) = e(x)} موضعی گروه های تمام (۱)
عمل که تعمیم یافته، گروه های به عنوان G ∼= A×H به طوری که A متناهی مجموعه یک و H گروه یک دارند وجود (۲)

می شود. داده (a, h)(b, k) = (a, hk) توسط A×H روی

باشد. نرمال شدت به متناهی تعمیم یافته گروه یک G کنید فرض اثبات.

f : G(x) → نگاشت بودن، نرمال شدت از هستند. یکسان عمل با G(y)زیرگروه هایی G(x)و ،x, y ∈ G هر برای (۱)
است. یکریختی یک f(z) = z · e(y) با G(y)

باشد، اصلی زیرگروه های نماینده های مجموعه A اگر هستند. H گروه یک به هم ریخت G(x) تمام می دانیم (۱) از (۲)
.(a, h)(b, k) = (a, hk) عمل با G ∼= A×H آنگاه

□

متناهی تعمیم یافته گروه های هم ریختی تجزیه .۳

می کنیم. پیدا را خود اصلی قضایای و کرده معرفی را هم ریختی تجزیه مفهوم بخش، این در

G از هم ریختی تجزیه یک باشد. همریختی یک ϕ : G → H و متناهی تعمیم یافته گروه یک G کنید فرض .۱ .۳ تعریف
تعمیم یافته زیرگروه یک L و ker(ϕ) با هم ریخت G از تعمیم یافته زیرگروه یک K آن در که است (K,L) زوج یک ϕ به نسبت

تعمیم یافته. گروه های به عنوان G ∼= K × L به طوری که است ϕ(G) با هم ریخت G از

می پذیرد. هم ریختی تجزیه یک ϕ : G→ H همریختی هر به نسبت G نرمال شدت به متناهی تعمیم یافته گروه هر .۲ .۳ قضیه
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،۵ .۲ قضیه توسط باشد. همریختی یک ϕ : G→ H و نرمال شدت به متناهی تعمیم یافته گروه یک G کنید فرض اثبات.
باشد. هم ریختی این ψ : G→ A×HG دهید اجازه .A متناهی مجموعه و HG گروه برخی برای G ∼= A×HG

یک A × HG آنجا که از .K ′ = ker(ϕ ◦ ψ−۱) دهید اجازه بگیرید. نظر در را ϕ ◦ ψ−۱ : A × HG → H ترکیب
A′ ⊆ A آن در که K ′ = A′×H ′ بنویسیم می توانیم است. A×HG از تعمیم یافته زیرگروه یک K ′ است، مستقیم حاصل ضرب

.H ′ ≤ HG و
.K ∼= ker(ϕ) و است G از تعمیم یافته زیرگروه یک K آنگاه .K = ψ−۱(K ′) دهید اجازه

L′ = {(a, h) ∈ A×HG | دهید اجازه است. هم ریخت (A×HG)/K
′ ∼= (A/A′)× (HG/H

′) با ϕ ◦ ψ−۱ تصویر
زیرگروه یک L = ψ−۱(L′) آنگاه باشد. (A/A′) × (HG/H

′) با هم ریخت تعمیم یافته زیرگروه یک a ∈ A, h ∈ HG}
است. ϕ(G) با هم ریخت G از تعمیم یافته

□ .G ∼= (A′ ×H ′)× ((A/A′)× (HG/H
′)) ∼= A×HG زیرا G ∼= K × L نهایت، در

آنگاه باشد، نرمال شدت به G اگر باشد. همریختی یک ϕ : G→ H و متناهی تعمیم یافته گروه یک G کنید فرض .۳ .۳ قضیه
می کند. حفظ را شدید بودن نرمال ویژگی ϕ به نسبت G هم ریختی تجزیه

است، نرمال شدت به G که آنجا از .L ∼= ϕ(G) و K ∼= ker(ϕ) آن در که ،G ∼= K × L قبلی، قضیه توسط اثبات.
.A متناهی مجموعه و H گروه برخی برای G ∼= A×H و هستند هم ریخت G(x) موضعی گروه های تمام ،۵ .۲ قضیه توسط

به L و K دو هر که دهیم نشان باید باشد. ϕ(G) با هم ریخت G از تعمیم یافته زیرگروه یک L و K = ker(ϕ) دهید اجازه
هستند. نرمال شدت

داریم ،k۱, k۲ ∈ K هر برای است: نرمال شدت به K (۱)

eK(k۱ · k۲) = eG(k۱ · k۲)

= eG(k۱) · eG(k۲) است) نرمال شدت به G (زیرا

= eK(k۱) · eK(k۲)

مشابه، به طور

(k۱ · k۲)
−۱ = k−۱

۲ · k−۱
۱ است) نرمال شدت به G (زیرا

داریم ،l۱, l۲ ∈ L هر برای است، همریختی یک ϕ و L ∼= ϕ(G) که آنجا از است: نرمال شدت به L (۲)

eL(l۱ · l۲) = eG(l۱ · l۲)

= eG(l۱) · eG(l۲) است) نرمال شدت به G (زیرا

= eL(l۱) · eL(l۲)

مشابه، به طور

(l۱ · l۲)−۱ = l−۱
۲ · l−۱

۱ است) نرمال شدت به G (زیرا

□ می کند. حفظ را شدید بودن نرمال ویژگی ϕ به نسبت G هم ریختی تجزیه و هستند نرمال شدت به L و K دو هر بنابراین،

۵ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2026.147643.1777
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اگر باشد. همریختی یک ϕ : G → H و باشد نرمال شدت به متناهی تعمیم یافته گروه یک G کنید فرض .۴ .۳ قضیه
ویژگی های K × L به G تجزیه ،ψ : G→ H ′ همریختی هر برای آنگاه باشد، ϕ به نسبت هم ریختی تجزیه یک G ∼= K × L

شود. جابجا L و K روی طبیعی تصویرهای با ψ اگر تنها و اگر می کند حفظ را ψ همریختی

تصویرهای با ψ که دهیم نشان باید کند. حفظ را ψ همریختی ویژگی های K × L به G تجزیه کنید فرض (⇒) اثبات.
می شود. جابجا L و K روی طبیعی

را g ∈ G عنصر هر ،G ∼= K × L که آنجا  از باشند. طبیعی تصویرهای πL : G → L و πK : G → K دهید اجازه
.l ∈ L و k ∈ K آن در که نوشت g = k · l شکل به یکتا به صورت می توان

داریم: ،g = k · l ∈ G هر برای

ψ(g) = ψ(k · l)

= ψ(k) ∗ ψ(l) است) همریختی یک ψ (زیرا

= ψ(πK(g)) ∗ ψ(πL(g))

می شود. جابجا طبیعی تصویر های با ψ که می دهد نشان این
ویژگی های K × L به G تجزیه که دهیم نشان باید شود. جابجا L و K روی طبیعی تصویرهای با ψ کنید فرض (⇐)

می کند. حفظ را ψ همریختی
داریم: ،G در g۲ = k۲ · l۲ و g۱ = k۱ · l۱ هر برای

ψ(g۱ · g۲) = ψ((k۱ · l۱) · (k۲ · l۲))

= ψ(k۱ · k۲ · l۱ · l۲) نرمال) شدت به گروه های در جابجایی و شرکت پذیری (از

= ψ(πK(g۱ · g۲)) ∗ ψ(πL(g۱ · g۲)) جابجایی) فرض (از

= ψ(k۱ · k۲) ∗ ψ(l۱ · l۲)

= [ψ(k۱) ∗ ψ(k۲)] ∗ [ψ(l۱) ∗ ψ(l۲)] است) همریختی یک ψ (زیرا

= ψ(k۱) ∗ ψ(l۱) ∗ ψ(k۲) ∗ ψ(l۲)

= ψ(g۱) ∗ ψ(g۲)

□ می کند. حفظ را همریختی ویژگی های تجزیه و است همریختی یک ψ بنابراین،

مثال ها و کاربردها .۴

می شود. ارائه مثال  ۳ بخش، این در

|G| = آنگاه .P = (۱) بدیهی ماتریس و Γ = {۱, ۲} ،I = {۱, ۲, ۳} با G = I × Z۶ × Γ کنید فرض .۱ .۴ مثال
.۳ × ۶ × ۲ = ۳۶

I × Γ با که ،ker(ϕ) = {(i, ۰, γ) | i ∈ I, γ ∈ Γ} آنگاه کنید. تعریف ϕ(i, h, γ) = h با را ϕ : G → Z۶ هم ریختی
.ϕ(G) = Z۶ تصویر است. هم ریخت

.G ∼= ker(ϕ)× ϕ(G) ∼= (I × Γ)× Z۶ ما، قضیه توسط
http://dx.doi.org/10.22108/msci.2026.147643.1777 ۶
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.|G| = ۳ × ۲ × ۲ = ۱۲ آنگاه .P = (۱) و Γ = {۱, ۲} ،I = {۱, ۲, ۳} با G = I × Z۲ × Γ کنید فرض .۲ .۴ مثال
،ker(ϕ) = {(i, ۰, ۱) | i ∈ I} آنگاه کنید. تعریف ϕ(i, h, γ) = (h, γ mod ۲) با را ϕ : G → Z۲ × Z۲ هم ریختی

.ϕ(G) = Z۲ × Z۲ تصویر است. هم ریخت I با که
.G ∼= ker(ϕ)× ϕ(G) ∼= I × (Z۲ × Z۲) ما، قضیه توسط

با G = I × S۳ × Γ کنید فرض بگیرید. نظر در را نیست نرمال شدت به که تعمیم یافته گروه یک از مثال یک .۳ .۴ مثال
باشند، S۳ در غیرمرکزی عناصر gγi که شود انتخاب طوری P اگر باشد. غیربدیهی P ماتریس و Γ = {۱, ۲} ،I = {۱, ۲}
همریختی ویژگی های یا باشد نداشته وجود است ممکن هم ریختی تجزیه این حالت، در نباشد. نرمال شدت به است ممکن G آنگاه

نکند. حفظ را

نتیجه گیری .۵

ما داده ایم. ارائه متناهی تعمیم یافته گروه های در تجزیه قضایای و هم ریختی ها بین تعامل از جامعی تحلیل ما مقاله، این در
حاصل ضرب به می توان را نرمال شدت به متناهی تعمیم یافته گروه هر که کرده ایم اثبات و کرده معرفی را هم ریختی تجزیه مفهوم
تجزیه، آن تحت که کرده ایم پیدا را شرایطی همچنین کرد. تجزیه هسته ساختار یک و هم ریختی یک تحت آن تصویر مستقیم

می کند. حفظ را هم ریختی ویژگی های
این می کند. فراهم آن ها هم ریختی های و متناهی تعمیم یافته گروه های ساختار درک برای یکپارچه چارچوب یک ما نتایج

دارد. جبری ساختارهای و گروه نظریه نیم گروه، نظریه جمله از ریاضی مختلف زمینه های در کاربردهایی چارچوب
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