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Abstract:   
In this study, a novel clustering algorithm based on the Apollonius kernel is 

presented. By utilizing the graph Laplacian matrix and the k-means algorithm, this 

method outperforms traditional approaches in separating clusters. In the first step, the 

data are normalized to standardize the feature scales. Then, by computing the 

Euclidean distance between points and applying the Apollonius kernel, the pairwise 

similarity matrix is constructed. Using the k-nearest neighbor graph, only the 

connections of the nearest neighbors are retained. Next, the graph Laplacian matrix is 

obtained as the difference between the degree matrix and the similarity matrix. This 

matrix represents the relationships between data points. By performing eigenvalue 

decomposition on the Laplacian matrix, the eigenvectors corresponding to the 

smallest eigenvalues are selected. The data are then projected onto a reduced space 

where the clusters are more clearly distinguishable. Then, the k-means algorithm is 

applied to the reduced data to determine the clusters. Finally, accuracy and other 

standard clustering validation metrics are used to evaluate the quality of the 

clustering. Experimental results show that this algorithm performs better than 

traditional methods, especially on datasets with nonlinear structures. Furthermore, 

the use of the Apollonius kernel in constructing the similarity graph improves the 

accuracy of identifying local structures in the data. 
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 مقاله پژوهشی
   نیانگیم kو  نیلاپلاس سیبر اساس ماتر وسیآپولون  ۀبا هست بندیخوشه

 *  یپوربهرام  نیشه

 ران ای  تهران، ،مهارت یدانشگاه مل ،وتر ی کامپ  ی گروه مهندس اری استاد

shpourbahrami@tvu.ac.ir
 

  س ی از ماتر  یرگیبهره   با   که  است  ¬ارائه شده  وسیآپولون  ۀبر هست  یمبتن  نی نو  یبندخوشه  تمی الگور  کی پژوهش،    نی در ا :ده ی چك 

ها نخست، داده  ۀدارد. در مرحل یسنت هایروش  به نسبت ها¬خوشه  کیبهتر در تفک یعملکرد ن،ی انگیم  k تمی گراف و الگور نیلاپلاس

  س ی ماتر  وس،یآپولون  ۀنقاط و اعمال هست  نیب  یدسیاقل  ۀفاصل  ۀشود. سپس، با محاسب  کسانی   هایژگی و  اس یتا مق  شوندیم  یسازنرمال 

. در  شوندی حفظ م کی نزد گانی فقط اتصالات همسا گان،ی همسا نی ترک ی نزدk. با استفاده از گراف شودی ها محاسبه منمونه  نیشباهت ب

. با  کندی م انی نقاط داده را نما نیکه روابط ب دی آی دست مشباهت به   سی درجه و ماتر سی گراف از تفاضل ماتر نیلاپلاس سی ادامه، ماتر

تجز با کوچک   ۀژی و  یبردارها  ن،یلاپلاس  سی ماتر  یبر رو  ژه ی و  ری مقاد  یۀانجام  داده   ژهی و  ری مقاد  نی ترمتناظر  و  فضاانتخاب  به    ی ها 

  افتهی کاهش  یهاداده   یبر رو  نیانگیم  k  تمی الگور  سپس،هستند.    کیتر قابل تفکها واضح که در آن، خوشه  شوندیمنتقل م  افتهی کاهش

معتبر استفاده   های ¬شاخص  ری دقت و سا  از شاخص   ،یبندخوشه  تیفیک  یابی ارز  یبرا  ت،ی شوند. در نها  نییها تعتا خوشه   شودی اعمال م

بهتر    یعملکرد  ،یرخطی با ساختار غ   یهادهدر دا  ژه ی وبه    ،یسنت  یهابا روش  سهی در مقا  تمی الگور  نی ا  دهدینشان م  یتجرب  جی . نتاشودیم

 .شودی ها مداده   یمحل  یساختارها  ییدقت در شناسا  شی در ساخت گراف شباهت باعث افزا  وسیآپولون   ۀاستفاده از هست  ن،یدارد. همچن

 . ژهیو ریشباهت، مقاد سیماتر ن،یانگیم k ن،یلاپلاس سیماتر  وس،یآپولون ۀهست ،یبندخوشه: كلیدی یهاواژه
 

 1مقدمه -1

 بهه  1طیفی  بنهدیخوشهههه  ههایالگوریتم  اخیر،ههای  دههه  در

شهناسهایی سهاختارهای پیچیده و    برای قدرتمند ابزارهای عنوان

هها  این الگوریتم.  انهدهها مورد توجهه قرار گرفتههغیرخطی در داده

مقادیر ویژه،  ۀتجزی با اسههتفاده از ماتریس لاپلاسههین گراف و 

کننهد کهه در ههای جهدیهدی منتقهل میهها را بهه فضهههای ویژگیداده

 ۀبا این حال، محاسب.  تر قابل تفکیک هستندها واضحخوشهه  ،آن

از نظر   ممکن اسهههتههای بزر   مقهادیر ویژه برای مهاتریس

 .محاسباتی پرهزینه باشد

 شده است بندی طیفی ارائه  یک الگوریتم سهاده برای خوشهه

گراف    ۀشهههدمهاتریس لاپلاسهههین نرمهال  ۀکهه از بردارههای ویژ

گیری  با بهره  این الگوریتم.  ]1[  کندها اسههتفاده میشههباهت داده

تحت   کند کهمیاختلال ماتریس، شهههرایطی را تحلیل   ۀاز نظری 

می متوانههد خوشهههههآن  دهههدؤبنههدی  انجههام  الگوریتم  .ثری 

 
 08/04/1404تاریخ ارسال مقاله:  

 05/02/1405تاریخ پذیرش مقاله:  

 یپوربهرام نیشهمسئول:   سندهینام نو

توانایی در شهناسهایی سهاختارهای   با وجودبندی طیفی،  خوشهه

از مهم .هها، دارای معهایبی اسههههتپیچیهده در داده ترین  یکی 

بندی  همچنین، خوشهه زیاد اسهت.ها پیچیدگی محاسهباتی چالش

ها یا هایی با اندازهطیفی ممکن اسههت در شههناسههایی خوشههه

های متفاوت دچار مشههکل شههود و به حضههور نویز و چگالی

بر کیفیت نتایج  ممکن اسههتهای پرت حسههاس باشههد که  داده

ها در نهایت، تعیین تعداد مناسههخ خوشههه  .تأثیر منفی بگذارد

بندی طیفی دشههوار اسههت و نیاز به دانش قبلی یا برای خوشههه

 .های متعدد داردآزمایش

در  کوئینتوسهط جیمز مک اسهتاندارد 2نیانگیم k الگوریتم

بنهدی و تحلیهل هها برای طبقههای بها عنوان ببرخی روشمقهالهه

در   1۹۶۷مشهههاههدات چنهدمت یرهف معرفی شهههد کهه در سهههال 

آمهار و   ۀمجموعهه مقهالات پنجمین سهههمپوزیوم برکلی دربهار

کوئین  ، مکروشدر این .  ]2[شهههد  احتمال ریاضهههی منتشهههر 

مل،  رانیامسئول:    سندهینو  ینشان دانشگاه  گروه   یتهران،  مهارت، 

 وتر یکامپ یمهندس
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خوشهه ارائه داد که هدف   k ها بهالگوریتمی را برای تقسهیم داده

الگوریتم با .  ای اسههتخوشهههدرونسههازی واریانس  آن کمینه

 به ،شهود و سهپسها آغاز میخوشهه  ۀانتخاب تصهادفی مراکز اولی

نزدیهک بهه  داده  مرکز خوشههههه صهههورت تکراری، هر  ترین 

های ها بر اسهاس میانگین دادهیابد و مراکز خوشههاختصها  می

این فرایند تا زمانی .  شهههوندروز میها بهیافته به آناختصههها 

ها ت ییر نکنند یا ت ییرات آنها به یابد که مراکز خوشهههادامه می

ههای آمهاری کوئین در این مقهالهه ویژگیمهک.  حهداقهل برسهههد

را ههای چنهدمت یره  الگوریتم و کهاربردههای آن در تحلیهل داده

 بررسی کرد.

ههای  پراکنهده چهالشۀ  میهانگین هسهههته   k  بنهدیخوشههههه

 کند.را بررسههی میهای پیچیده و غیرخطی  بندی دادهخوشههه

میانگین در شههناسههایی سههاختارهای   k های سههنتی مانندروش

ههای جهایگزین غیرخطی محهدودیهت دارنهدن بنهابراین، تکنیهک

با  .اندبندی طیفی توسهعه یافتهو خوشهه  میانگین هسهته k مانند

تواند عملکرد ها میاین حال، حضور مت یرهای نامربوط در داده

برای مقابله با این مشههکل،  .  ]3[د  ها را کاهش دهالگوریتم این

های انتخاب مت یر مانند فیلتر، پوشهشهی و جاسهازی شهده  روش

یک روش انتخاب ۀ  میانگین هسههت k الگوریتم  .اندمعرفی شههده

شهده با اسهتفاده از فضهای ضهرب تانسهوری و  مت یر جاسهازی

بنهدی غیرخطی تحلیهل واریهانس عمومی برای خوشههههۀ هسهههته 

این رویکرد با اسههتفاده از فضههای ضههرب تانسههوری، اسههت.  

کند و با اعمال  سهازی میها را مدلبین ویژگی  ۀتعاملات پیچید

ها را بهتر تحلیل واریانس، سهاختارهای غیرخطی در دادهۀ هسهت

 .]3[ کندشناسایی می

 ،نیانگیم kو  نزیبر اسهاس آمار هاپک  یبندخوشهه  تمی الگور

بنهدی میهانگین در خوشهههه k یههای الگوریتم سهههنتمحهدودیهت

با اسهتفاده و   کندرا بررسهی میهایی با سهاختارهای نامنظم  داده

طراحی   ترین همسههایهجفت نزدیک و مفهوم 3از آمار هوپکینز

های کروی و ها به زیرمجموعهاول، داده  ۀمرحلدر .  اسهت  شهده

سههپس، با تعیین روابط  .شههوندنسههبتای یکنواخت تقسههیم می

ههای مجهاور و هها، زیرمجموعههمجهاورت بین این زیرمجموعهه

ادغام  k نظرمدهای  پیوسههته تا رسههیدن به تعداد خوشههههمبه

هها برای بنهدی دادهآمهار هوپکینز در فراینهد تقسهههیم. شهههونهدمی

 شههود، در حالی کهبندی اسههتفاده میارزیابی تمایل به خوشههه

نهزدیههک مهفهههوم ههمسههههایهه جهفههت  ادغههام  هتهریهن  فهرایهنههد  در 

  .]4[ رودها به کار میزیرمجموعه

ۀ گیری از هسهتپیشهنهادی ما با بهره  راسهتا، الگوریتم این در

آپولونیوس برای سهاخت گراف شهباهت، ماتریس لاپلاسهین را 

 k طیفی و الگوریتم  ۀتشهههکیل و سهههپس با اسهههتفاده از تجزی 

این رویکرد بها  .دههدهها را انجهام میبنهدی داده، خوشههههنیانگیه م

ههای  هها و کهاهش هزینههتمرکز بر سهههاختهارههای محلی داده

های  بهتر در شهناسهایی خوشهه  یتواند عملکردمحاسهباتی، می

 .پیچیده و غیرخطی ارائه دهد

شهده اسهت.   یدهسهازمان ری مقاله به شهر  ز  نی سهاختار ا

 چگالیبر  یمبتن  یبندخوشههه  یهاتمی بر الگور  یمرور  2بخش 

آنها را برجسههته    یهاتی و نقاط قوت و محدود دارد  و هندسههه

که   میکنیم یرا معرف  یشههنهادیپ  تمی ، الگور3. در بخش کندیم

برای  نیانگیم k و  نیلاپلاسههه  سی ماتررا با   وسیآپولونهسهههتۀ  

را ارائه    یتجرب  جی نتا  4. بخش کندیادغام مها بندی دادهخوشهه

 یشنهادیروش پ  ۀافتی بهبود  ییو توانا  دهدیو مورد بحث قرار م

با  سههی در مقا یرخطیو غ دهیچیپ  یسهاختارها  ییرا در شهناسها

. در دهدینشههان م شههرفتهیو پ  یسههنت  یبندخوشههه یهاکیتکن

 .دهدنشان میمقاله را  یریگجهینت 5بخش  ت،ی نها

 

 كارهای مرتبط -2

با اسهتفاده از    نیانگیم kسهادۀ چندفیلتری مبتنی بر    الگوریتم

ها در محیط بدون نظارت، ترکیخ فیلتر  ترازی هسهههتهمعیار هم

کردن مسئله به . با فرمولهکندمی  سازیبهینهرا بندی  برای خوشه

سهههازی نرم، الگوریتم قهادر بهه حهل مؤثر آن بها صهههورت بهینهه

  .]5[ یافته استاستفاده از روش نزول گرادیان کاهش

ی  هها یبنهدخوشهههه  یسهههاختهار متقهابهل برا  یریادگیه   روش

ای، زمان سهاختارهای زوجی و خوشههبا یادگیری هم 4چندگانه

. بها دههدرا بهبود میبنهدی بنهدی برای خوشههههمهاتریس تقسهههیم

و  آمیز در فضههای هسههتهاسههتفاده از گراف شههباهت تبعی 

ههای پهایهه، سهههاختهارههای مختل  بهه  بنهدیترازی بها تقسهههیمهم

الگوریتم ابتدا یک   .]۶[ شههوندصههورت یکپارچه یاد گرفته می

سههازد که با می آمیز در فضههای هسههتهگراف شههباهت تبعی 
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ها را های بین نمونهمختل ، شهباهت  ۀهای پای هسهتهاسهتفاده از  

ترازی این گراف سهپس، با هم .کندتر مدل میبه صهورت دقی 

ههای پهایهه، سهههاختهارههای مختل  بهه صهههورت  بنهدیبها تقسهههیم

 این الگوریتمهای  یکی از ویژگی.  شههوندیکپارچه یاد گرفته می

اسههت که به حفظ سههاختار  5سههازی لاپلاسههیناسههتفاده از منظم

 ،کند و در عین حالبندی کمک میزوجی در ماتریس تقسهههیم

 .کندای را در گراف شباهت تزری  میاطلاعات ساختار خوشه

داده  این روش بهه کهاربردههایی مهاننهد تحلیهل  ههای ویژه در 

چندمنظوره، پردازش تصهاویر و شهناسهایی الگوهای پیچیده در  

 .دارد زیادیهای بزر ، پتانسیل داده

 ی بنهدو خوشهههه وسیبر تهاب  آپولون  یمبتن  دیه جهددر روش 

معرفی  6 جدید برای ماشههین بردار پشههتیبان  ی، کرنلچگال قلۀ

تاب  آپولونیوس اسههت. این رویکرد با  ۀکه بر پای  شههده اسههت

ههای پیچیهده و غیرخطی بنهدی در دادهههدف بهبود عملکرد طبقهه

 یبرا  وسیتاب  آپولون  کرد،ی رو نی در ا .]۷[ ارائه شهههده اسهههت

نقهاط داده اسهههتفهاده  نیب ینهدسههه روابط ه تر یدق  یسهههازمهدل

  یی به شهناسها   یچگال یهاقله  یبندکه خوشهه  یدر حال شهود،یم

 ن ی . اکندیها کمک مدر داده  یو نقاط مرکز  یمحل  یسهاختارها

با  یقیبه صههورت تطب  آپولونیوس  کرنل شههودیباعث م  خیترک

بهتر در   یها سهازگار شهود و عملکردمختل  داده یسهاختارها

ماننهد   یسهههنت  یهاکرنلنسهههبهت به  دهیه چیپ یهاداده یبنهدطبقهه

بندی  در روش پیشهنهادی، برای خوشههارائه دهد.   یگاوسه کرنل  

 از این کرنل برای افزایش دقت استقاده شده است.

کرنهل بر اسهههاس عملکرد    یفیط  یبنهدخوشهههه  تمی الگور 

 خی آنتن سهوسهک با ضهر  یجووو جسهت  افتهی بهبود یگاوسه 

گهاوسهههی و اسهههتفهاده از الگوریتم   کرنهلبها بهبود تهاب     ییرایم

جوی شههاخک سههوسههک با عامل میرایی، مشههکلات  وجسههت

بندی  مربوط به پارامترهای مقیهاس و پایداری نتهایج در خوشهههه

در این الگوریتم، برای سهههاخهت  .]8[کنهد  را حهل میطیفی  

گهاوسهههی بهبودیهافتهه   کرنهلمهاتریس شهههبهاههت، از یهک تهاب   

برخی از   ۀشهود که با اسهتفاده از اطلاعات فاصهلبرداری میبهره

طور تطبیقی پهارامتر مقیهاس را   ترین همسهههایگهان، بههنزدیهک

این رویکرد بهه حهل مشهههکهل انتخهاب پهارامتر .  کنهدانتخهاب می

بندی،  خوشهه ۀدر مرحل.  کندگاوسهی کمک می  کرنلمقیاس در 

 جوی شهاخک سهوسهک با ضهریخ میراییواز الگوریتم جسهت

بندی غلبه شهود تا بر مشهکل ناپایداری نتایج خوشههاسهتفاده می

 .کند

برای بهبود  شهههیرو NR-SC  7 بندی طیفی به نامخوشهههه

دار با اقلیدسهی وزن ۀاز ترکیخ فاصهل  اسهت که ماتریس شهباهت

ها بر اسههاس ترتیخ کند. وزنگاوسههی اسههتفاده میکرنل  تاب  

شههوند تا روابط واقعی بین نقاط همسههایگان نزدیک تنظیم می

با اسهتفاده از  یگاوسه کرنل حال، تاب   نی با ا .دنبهتر بازتاب یاب

نقاط  نیشهباهت ب گما،یپارامتر ثابت سه  کی و   یدسه یاقل ۀفاصهل

 تواندیثابت م گمایس کی استفاده از .  کندیم  یریگاندازه  داده را

 ۀ فاصههل رای منجر شههود، ز  یبندنادرسههت در خوشههه جی به نتا

.  سهتین هادهدا  یقادر به بازتاب سهاختار واقع ییتنهابه یدسه یاقل

 یمختل  دارا یهااز خوشههه  یمثال، ممکن اسههت نقاط  برای

 ی گاوسه   کرنلتاب    جه،یباشهند که در نت  یکسهانی  یدسه یاقل ۀفاصهل

 امر ممکن است نی و ا  کندیآنها محاسبه م  یبرا  کسانی  یشباهت

  .]۹[ نادرست منجر شود یبندبه خوشه

پراکنده برای   ۀهسهههت اسهههتاندارد  نیانگیم Kالگوریتم بدر 

نویسههندگان  .]3[  8فبندی غیرخطیانتخاب ویژگی در خوشههه

بنهدی غیرخطی همراه بها انتخهاب مت یر چهارچوبی برای خوشهههه

 نیانگیم K گسهههترش الگوریتم ۀاند که بر پای پراکنده ارائه کرده

بنا شهده اسهت.    ANOVA  با اسهتفاده از کرنل  کرنل اسهتاندارد

مربوط به اثرات اصههلی های  کرنل به مؤلفه ۀاین روش با تجزی 

بر ضهههرایهخ وزنی،   و تعهامهل مت یرهها و اعمهال قیهدههای ترکیبی

 ،زمانکنهد و هماهمیهت را فراهم میهای بیامکهان حذف ویژگی

سازد. الگوریتم ساختارهای غیرخطی پیچیده در داده را مدل می

SKKM  ها و  روزرسهانی خوشههسهازی تناوبی برای بهاز بهینه

این رویکرد یکی از نخسهتین .  کندهای ویژگی اسهتفاده میوزن

مت یر در تلاش انتخهاب  و  یهادگیری غیرخطی  هها برای تلفی  

 .چارچوبی یکپارچه است

 

 روش پیشنهادی -3

ۀ اول: ساااخگ اراش شااباهگ با اسااتزاده ا  هساات ۀمرحل

 وسیآپولون

 اسیتا مق  میکنیم  یسازنرمال ها رامرحله، ابتدا داده  نی ا  در
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 یهادر وزن هایژگی شهود. سهپس، با ضهرب و کسهانی  هایژگی و

. در ادامه، میکنیم میرا تنظ یژگی هر و  تیشههده، اهممشههخص

 ۀ با اسهههتفاده از فاصهههل  گانی همسههها  نی ترکی نزدk   گراف کی 

 ن یشهباهت ب ۀمحاسهب  ی. براشهودینقاط سهاخته م نیب یدسه یقلا

 ۀری اسهاس سهاخت دا  که بر  وسیآپولونۀ  از هسهت  .]11  ،10[ نقاط

که به صههورت  میکنیاسههتفاده م  ]13  ،12[اسههت    وسیآپولون

 :شودیم  ی ( تعر1فرمول )

(1 ) 1
( , )

( , )
k x y

d x y 
=

+
 

 

مقدار ثابت کوچک اسههت که از  کی  لونیاپسهه  ،در آن  که

نقش فیلتر  لونیپارامتر اپسه ) کندیم یریبر صهفر جلوگ  میتقسه 

تقسهیم بر صهفر جلوگیری و حسهاسهیت را دارد تا از    ۹کنندهنرم

. شهههباهت (شهههباهت به فواصهههل خیلی کوچک را کنترل کند

ضههرب   گانی همسهها نی ترکی نزد k سی شههده با ماترمحاسههبه

 د.نحفظ شو کی نزد گانی اتصالات همسا فقطتا  شودیم

 

 اراش نیلاپلاس سیدوم: ساخگ ماتر ۀمرحل

کهه هر  میکنیدرجهه را محهاسهههبهه م سی مرحلهه، مهاتر  نی ا در

متصهههل به گره  یهاالی   یهامجموع وزن  ۀدهندقطر آن نشهههان

گراف را با اسهتفاده از   نیلاپلاسه  سی مربوط اسهت. سهپس، ماتر

 :میکنی( محاسبه م2فرمول )

(2 ) L W D= − 
 

شهباهت اسهت.  سی ماتر Wدرجه و  سی ماتر D ،در آن  که

  نقهاط داده  نیبسهههاختهار گراف و روابط    انگریه نمها  سی مهاتر  نی ا

 است. 

 

 و كاهش ابعاد یزیط یۀسوم: تجز ۀمرحل

انجام  نیلاپلاسه  سی ماترۀ ژی و ری مقاد یۀمرحله، تجز نی ا در

.  د ینه دسهههت آ آن بهه ۀژی و یو بردارهها ژهی و ری تها مقهاد شهههودیم

را   ژهی و  ری مقهاد  نی ترمتنهاظر بها کوچهک  ۀژی و یسهههپس، بردارهها

که )  n×kبا ابعاد  یسه ی ها را به صهورت ماترنو آ کنیممیانتخاب 

شهده اسهت( رهیذخهای  تعداد نمونه nو  ها تعداد خوشهه kدر آن  

ها داده  یرا برا  دی جد ییهایژگی و سی ماتر نی ا  .دهیمنشههان می

ها قرار دارند و خوشههه افتهی کاهش یکه در فضهها  کندیفراهم م

 هستند. کیتر قابل تفکدر آن واضح

 

 نیانگیم kبا استزاده ا   یبندچهارم: خوشه ۀمرحل

 سی مهاتر  یرا بر رو  نیانگیه م  k  تمی مرحلهه، الگور  نی ا  در

 نی . در امیکنیاعمال م  یقبل  ۀآمده از مرحلدسههتبه یهایژگی و

انتخاب  یها به صورت تصادفخوشه  یۀابتدا مراکز اول  تم،ی الگور

مرکز خوشه اختصا   نی ترکی . سپس، هر داده به نزدشوندیم

 یههاداده  نیانگیه هها بر اسههههاس مو مراکز خوشههههه  ابهدیه یم

ادامه    یتا زمان ندی فرا نی . اشهوندیروز مبه آنها به  افتهی اختصها 

آنها به حداقل    راتییت  ای نکنند   رییها ت که مراکز خوشه  ابدی یم

 ]. 2[ برسد

 

 جینتا  -4

 یشنهادیعملكرد روش پ یابیار 

مختل   ییهااز شهاخصبندی ارزیابی کیفیت خوشهه  یبرا

. میکنیاسهههتفاده م NMIو )دقت(    ARI  ،Accuracyنچوهم

آمده و دسهتبه  یبندخوشهه نیشهباهت ب  زانیم  ARIشهاخص 

 ARI. مقدار کندیم یریگها را اندازهداده  یواقع  یهابرچسههخ

تطاب  کامل   ۀدهندنشههان 1اسههت که مقدار   ریمت   1و   -1 نیب

اطلاعات   اریاسهت. مع  یواقع  یهاو برچسهخ یبندوشههخ نیب

 زانیاطلاعات اسهت و م یۀنظر  یۀبر پا NMIشهده  متقابل نرمال

  یها و برچسههخ یواقع  یهابرچسههخ نیاشههتراا اطلاعات ب

 یریگرا اندازه  یبندخوشهههه  تمی توسهههط الگور شهههدهینیبشیپ

 ۀدهندنشهههان  1مقدار   ردنیگیمقدار م  1و   0 نیب NMI  .کندیم

اسهت، در  یواقع  یهاو برچسهخ یبندخوشهه نیکامل ب  طاب ت

از  یکی عدم تطاب  کامل اسههت.  ۀدهندنشههان  0که مقدار   یحال

ها اسهت که مسهتقل از تعداد خوشهه نی ا NMIمهم   یهایژگی و

ۀ سههه ی مقها  یبرا  ،لیه دل نیو بهه هم  کنهدیهها عمهل مو برچسهههخ

 مناسخ است.  یبندمختل  خوشه هایالگوریتم

نسههبت  (،3)  بر اسههاس فرمول  یبندخوشههه  10دقت اریمع

اند به کل شههده  یبندخوشههه یدرسههترا که به ییهاتعداد نمونه

در مسهائل   معنادارِ دقت ۀبرای محاسهب) کندیها محاسهبه منمونه

بین   یهکبههبنهدی لازم اسهههت ابتهدا یهک نگهاشهههت یهکخوشهههه
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های واقعی کلاس پیدا ای و برچسههخهای خوشهههبرچسههخ

 شهده ینیبشیپ  یهابرچسهخ  ی،بنداز آنجا که در خوشهه  (.شهود

متفاوت   یگذاراز نظر نام یواقع  یهاممکن اسههت با برچسههخ

 ن ینگهاشهههت ب  کیه دقهت، معمولای   ۀبهاشهههنهد، قبهل از محهاسهههبه 

 نی شهتریتا ب شهودیانجام م  یو واقع  شهدهینیبشیپ  یهابرچسهخ

مقدار   1و   0 نیب زین  یبندتطاب  حاصههل شههود. دقت خوشههه

  تطاب  کامل است. ۀدهندنشان 1مقدار  ردنیگیم

برچسههخ واقعی  ۀدهندنشههان iy  (،3)  بر اسههاس فرمول

یند اای اسهت که از فربرچسهخ خوشهه ۀشهمار icکلاس اسهت و

بهههخههوشههههه تههابهه    بههنههدی  اسههههت.  آمههده  دسههههت 

( )
1

,
0

x y
x y

x y


=
= 


اسههت که  11یک تاب  شههاخص 

 ،و در غیر این صورت  1مقدار    ،در صورت برابری دو برچسخ

های خوشههه و گیرد. بهترین نگاشههت بین برچسههخمی  0مقدار  

  Hungarian  های واقعی کلاس با اسهتفاده از الگوریتمبرچسهخ

شهههود تها بیشهههترین تطهاب  ممکن بین تعیین می  Munkres  یها

 شود.های واقعی حاصل ها و کلاسخوشه

(3 ) ( )( )
1

1
,

n

i i

i

ACC y map c
n


=

=  

تر جام  یدی د  تواندیم دقتو  NMIزمان از  هم  ۀاسهههتفاد

 نی از ا کی هر   رای ارائه دهد، ز  یبندخوشهه  تمی از عملکرد الگور

 یرا بررسههه   یبندخوشهههه تیفیمتفاوت از ک ییهاجنبه ارهایمع

 .کنندیم
 

با   هاتمیالگور  ریو سااا  یشاانهادیپ  تمیعملكرد الگور  یابیار 

 یواقع یهادادهمجموعه

مهاننهد  12(1)  در جهدول  واقعی  یههادادهمجموعهه  ،Iris ،

Wine  ،Digits،  Breast  ،Cancer  ،Diabetes    وOlivetti 

Facesیها تمی و آموزش الگور  یابی ارز  یبرا طور گسههترده  ، به  

نمونه   150شهامل  Iris ۀ. مجموعه دادشهوندمیمختل  اسهتفاده  

. اسهت یژگی و  4  یراگل زنب  اسهت که هر نمونه دا  ۀاز سهه گون

با  یدنینمونه از سهه نوع نوشه   1۷8 شهامل Wine ۀمجموعه داد

  1۷۹۷شهامل  Digits ۀاسهت. مجموعه داد  ییایمیشه  یژگی و  13

به  ری اسهت که هر تصهو ۹تا   0  سی نواز ارقام دسهت  8×8 ری تصهو

 Cancer ۀشههده اسههت. مجموعه داد لی تبد  یعدب۶4ُبردار   کی 

سهرطان  صیتشهخ  یبرا  یعددویژگی    30نمونه با   5۶۹شهامل 

 8نمونه با   ۷۶8شههامل  Diabetes ۀاسههت. مجموعه داد  نهیسهه 

  ۀاسهههت. مجموعهه داد  ابهتیه ابتلا بهه د  ینیبشیپ  یبرا  یژگی و

Olivetti Faces  فرد مختل    40چهره از   ری تصهو  400شهامل

  ۶4× ۶4)  یعد ب40۹۶ُبردار    کی به صهورت    ری اسهت که هر تصهو

عنوان  ها بهدادهمجموعه نی . اشهههودیداده م  شی ( نمهاکسهههلیپ

و   شهوندیشهناخته م  یعلم  هایپژوهشاسهتاندارد در   یارهایمع

و کاهش   یبندخوشهههه ،یبندمسهههائل مختل  مانند طبقه  یبرا

 ها کاربرد دارند.ابعاد داده

 
 

 های واقعیداده(: مجموعه 1جدول )

دادهمجموعه هاتعداد خوشه  هاتعداد داده تعداد ابعاد   

Iris 3 4 150 

Wine 3 13 1۷8 

Digits 10 ۶4 1۷۹۷ 

Breast Cancer (Wisconsin 

Breast Cancer Diagnostic 

(WBCD)) 

2 30 5۶۹ 

Diabetes 2 8 ۷۶8 

Olivetti Faces 40 40۹۶ 400 
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 های واقعیداده(: ار یابی الگوریتم پیشنهادی در مجموعه 2جدول )

 دادهمجموعه
NMI   الگوریتم

 پیشنهادی

الگوریتم   دقگ

 پیشنهادی

 پارامتر

k 
 كلیدی عملكرد ۀنكت نوع لاپلاسینَ

Iris 460/0 687/0 10 L  شدهغیرنرمال 
نشانگر   λ₄ و λ₃ شكاش طیزی بین

 . سه خوشه اسگ

Wine 853/0 955/0 12 
L_sym هشدنرمال  

 متقارن 

، عملكرد k حساس به انتخاب

 اسگ. 12برابر  k  پایدار با

Digits 892/0 829/0 15 
L_rw  هشدنرمال  

 تصادفی

بهتر ا    یعملكرد d=k تعبیه با

 .شكاش طیزی دارد

Breast Cancer 645/0 935/0 10 L  شدهغیرنرمال 
بندی پایدار، اما حساس به  خوشه

 .نویز

Breast Cancer (PCA) 658/0 938/0 10 L  شدهغیرنرمال 
با   نتیجه بعد ا  اعمال كاهش ابعاد

PCA. 

Diabetes 793/0 379/0 8 L_sym 
  كمترپوشانی  یاد، دقگ داده با هم 

  یاد. NMI ولی

Olivetti Faces 795/0 552/0 15 L_rw 
باعث بهبود پایداری   k افزایش

 .تعبیه شد

Olivetti Faces (PCA) 809/0 618/0 15 L_rw 
با   نتیجه بعد ا  اعمال كاهش ابعاد

PCA 

SD ± عملكرد   میانگین

 الگوریتم پیشنهادی
739/0±22 /0 733/0±214/0 — — — 

 

 های واقعیدادهاستاندارد در مجموعه  نیانگیم kو  SKKMالگوریتم پیشنهادی، الگوریتم   (: ار یابی 3جدول )

هادادهمجموعه  
NMI دقگ ARI ARI 

k استاندارد میانگین k الگوریتم الگوریتم پیشنهادی استاندارد میانگین SKKM 

Iris ۷4/0  ۷8/0  ۷0/0  ۷4/0  

Wine 31/0  ۶4/0  8۷/0  8۶/0  

Digits 50/0  3۷/0  83/0  81/0  

Breast Cancer ۷3/0  83/0  ۷5/0  ۷2/0  

Diabetes 005/0 ۶5/0 - - 

Olivetti Faces 55/0 54/0 - - 

SD ±  0/ ۷83±0۶1/0 0/ ۷88±0۷1/0 0/ ۶35±158/0 0/ 4۷2±255/0 میانگین 

 

نتهایج عملکرد الگوریتم پیشهههنههادی مبتنی بر   (2)جهدول  

واقعی بهه همراه    ۀگراف آپولونیوسهههی را در چنهد مجموعهه داد

دههد.  کهاررفتهه نشهههان میپهارامترههای بهینهه و نوع لاپلاسهههی ن بهه

شههود، مشههاهده می دقت و NMI هایگونه که در سههتونهمان

پایدار  یها نتایجدادهالگوریتم پیشهههنهادی در بیشهههتر مجموعه

های کلاسههیک، توانسههته اسههت داشههته و در مقایسههه با روش

تر شهناسهایی کند.  ها را به شهکلی دقی سهاختارهای درونی داده

برابر   دقهت و  4۶0/0برابر   NMI ، مقهدارIris  ۀدادمجموعههدر  

دسهههت آمهده اسهههت کهه بها اسهههتفهاده از لاپلاسهههی ن   بهه۶8۷/0

 ۀحاصههل شههده اسههت. بررسههی طی  ویژ(  L) شههدهغیرنرمال

وجود  λ₄ و λ₃ میان  ایملاحظه لاپلاسهی ن نشهان داد شهکاف قابل

کند.  متمایز را در این داده تأیید می  ۀدارد که وجود سههه خوشهه 
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دهد الگوریتم پیشهنهادی قادر اسهت سهاختار  این یافته نشهان می

. خوبی بازیابی کندبعد و نسهبتای منظم را بههای کمای دادهخوشهه

  NMI=0٫853نمایش مقادیر حاصههل  ،  Wine  ۀداددر مجموعه

عملکرد بسهیار مطلوب الگوریتم در  ۀدهندنشهان  ۹55/0دقت  و

پوشهان اسهت. های همهای پیوسهته و خوشهههای با ویژگیداده

متقارن  موجخ پایداری نتایج   ۀشهداسهتفاده از لاپلاسهی ن نرمال

 ۀاین نوع لاپلاسهی ن توانسهته اثر تفاوت در انداز  زیراشهده اسهت، 

که   Digits  ۀدادمجموعهدر مقابل، در   .ها را تعدیل کندخوشههه

ای اسههت، الگوریتم با دارای سههاختار غیرخطی و چندخوشههه

 و  =8۹2/0NMI  تصهادفی مقدار  ۀشهدسهی ن نرمالانتخاب لاپلا

 دست آورده است.  را به 8۹2/0دقت 

ا ، الگوریتم پیشههنهادی بBreast Cancer  ۀدادمجموعهدر 

0٫۶45=NMI  پایدار   یعملکرداسههت توانسههته   ۹35/0دقت  و

دهد ارائه دهد، هرچند به نویز حسهاس اسهت. این داده نشان می

های همبسهته و نویزی، اسهتفاده از لاپلاسهی ن در حضهور ویژگی

بندی معناداری ایجاد کند. در تواند خوشههههشهههده میغیرنرمال

( در کنهار ۷۹3/0)  زیهاد  NMI  ، مقهدارDiabetes  ۀدادمجموعهه

دهد الگوریتم شود که نشان می( مشاهده می3۷۹/0)  کمتردقت 

ها را تشهخیص دهد، اما توانسهته اسهت سهاختارهای نسهبی خوشهه

های نهایی دقت ها، برچسههخپوشههانی زیاد بین دادهدلیل هم به

استفاده از لاپلاسی ن متقارن باعث بهبود  ،کمتری دارند. در اینجا

شهده شهده اسهت. در نهایت، پایداری نسهبت به حالت غیرنرمال

که از تصهاویر چهره تشهکیل   Olivetti Facesۀ  دادموعهمجدر 

توانایی  ۀدهندنشهان  552/0دقت  و  NMI=0٫۷۹3 رشهده، مقادی 

هاسهت. اسهتفاده از لاپلاسهی ن الگوریتم در بازنمایی روابط چهره

موجخ بهبود پایداری تعبیه شههده   15تا   k و افزایش تصههادفی

 .است

نتهایج در تمهام    هها بها دادهمجموعههبهه طور کلی، میهانگین 

NMI   نشهههان   214/0±۷33/0برابر  دقهت  و   22/0±۷3۹/0برابر

دهد الگوریتم پیشههنهادی از نظر میانگین عملکرد و پایداری می

حدود  kبهینه برای   ۀکند بازتحلیل پارامترها مشهخص می  .دارد

نوع لاپلاسههی ن باید با سههاختار داده  ،اسههت. همچنین  15تا   10

 به  .ساده مناسخ است L و  ترازهای همبرای داده  که تطبی  یابد

کننهد ترکیهخ کرنهل آپولونیوس بها طور کلی، این نتهایج اثبهات می

پهذیر و دقی  توانهد یهک چهارچوب انعطهافطیفی می ۀروش تعبیه 

 .های پیچیده فراهم کندبندی دادهبرای خوشه

با  سهههی را در مقا  یشههنهادیپ  تمی عملکرد الگور  (3)جدول  

 یارهایاسهتاندارد بر اسهاس مع نیانگیم  kشهامل    هی پا  یهاروش

NMI    الگور دقهتو   یرو  ARIبر اسههههاس    SKKM  تمی و 

 kو دقت  NMI  جی . نتادهدیمختل  نشهان م  یهادادهمجموعه

و   4۷2/0 خیترت  )به  کمنسهبتای    یهانیانگیاسهتاندارد با م نیانگیم

 k  اسهههت کهه  نی ا  انگریه ب  زیهاد  یارههایه ( و انحراف مع۶35/0

با   یهاو داده دهیچیپ یاسههتاندارد در برابر سههاختارها نیانگیم

 ARIدارد. در مقهابهل، مقهدار  یمحهدود  ییکهارا  یرخطیغ   ی توز

جمله   از  مشهههترا  ۀداددر چهار مجموعه یشهههنهادیپ  تمی الگور

Iris  ،Wine  ،Digits    وBreast Cancer   ن یهه انههگهه یهه مهه  

عملکرد بهاثبهات و   انگریه کهه ب دههدیرا نشهههان م  ۷88/0±0۷1/0

 یمقدار اندک  نی هاسهت. اخوشهه یسهاختار واقع یابی در باز  یدق

اسهت که   0۶1/0±۷83/0  نیانگیبا م  SKKM  تمی از الگور بیشهتر

ها  دادهمجموعه شهتریدر ب فقط نه یشهنهادیروش پ  دهدینشهان م

 ییدارد، بلکه توانا SKKMبهتر نسههبت به   ای عملکرد مشههابه  

ارائه   زیها را ناز داده  یتر یعم یسهاختار یهایژگی اسهتخرا  و

مقهدار    ،نی. همچندههدیم  یههادادهمجموعهه  یبرا  ARIنبود 

Diabetes    وOlivetti Faces  ی ههایژگی و  ایه ابعهاد    لیه بهه دل 

انهد. در لحها  نشهههده  ههاشی آزمها  نی خها  آنههاسهههت کهه در ا

از نظر   یشههنهادیپ  تمی الگور  دهدینشههان م  (3)مجموع، جدول  

 ی سهههاختهارهها  کیه تفک  ییو توانها  یبنهددقهت خوشهههه  ،یداریه پها

  یبرتر  SKKM یو حت  هیه پها  یههانسهههبهت بهه روش ده،یه تندرهم

 دارد. ینسب
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در دو خروجی اصلی و خروجی   Wine واقعی  ۀ(: داد 1) شكل

 الگوریتم پیشنهادیبا 

 

 یواقع یداده  یبر رو  تمی الگور  یاجرا جی نتا  ،(1)شهکل  در 

Wine داده  یاصهل  ی شهکل، توز نی نشهان داده شهده اسهت. در ا

ها بر و نمونه اسهت  افتهی  شی نخسهت نما  یژگی دو و یدر فضها

 ،نیاند. همچنشهههده  یزیآمرنگ  یواقع  یهااسهههاس برچسهههخ

 یفیط یۀو تعب وسیبر گراف آپولون  یمبتن  یبندخوشههه  یخروج

سههاختار  شههود،یگونه که مشههاهده ماسههت. همان  شههدهارائه  

شهده  انی تر نمابه صهورت واضهح  یفیط یداده در فضها یرخطیغ

 انگریکه ب اندافتهی  بیشههتری یری پذکیها تفکو خوشهههاسههت  

داده و بهبود   یمهدل در اسهههتخرا  سههههاختهار درون  ییتوانها

 است. هیاول یژگی و ینسبت به فضا یجداساز

 

 

 

 های واقعیدادهبندی طیزی در مجموعه ار یابی خوشه  (:4)جدول 

 هادادهمجموعه

NMI   الگوریتم(

بندی  خوشه

 طیزی( 

)الگوریتم  دقگ 

 بندی طیزی( خوشه

Iris 0٫۷۶ 0٫۹0 

Wine 0٫4۶ 0٫۷3 

Digits 0٫55 0٫۷0 

Breast Cancer 0٫۷5 0٫۹۶ 

Diabetes 0٫02 0٫۶8 

Olivetti Faces 0٫58 0٫۶0 

SD ±  135/0± ۷۶2/0 0٫2۶۶±0٫510 میانگین 

 

بندی عملکرد الگوریتم پیشنهادی با الگوریتم خوشه  ۀمقایس

  (4)و    (2)در جهدول  ههای مختل   دادهبر روی مجموعهه طیفی

ها  دادهبرخی از مجموعهدهد الگوریتم پیشههنهادی در  نشههان می

 و Wine ههایدادهمثهال، در مجموعهه . برایبهتر دارد یعملکرد

Digits،  الگوریتم پیشههنهادی با NMI   و   8۹2/0و   853/0برابر

بندی طیفی خوشههه، نسههبت به 8۹2/0و   ۹55/0برابر    هایدقت

دقههت  55/0و    NMI  40/0  کههه دارد،   ۷0/0و    ۷3/0هههای  و 

تواند به دلیل این بهبود می.  بهتر نشهههان داده اسهههت  یعملکرد

تر در الگوریتم پیشهنهادی باشهد های پیشهرفتهاسهتفاده از تکنیک

 .کندها شناسایی میتر را در دادهپیچیده یکه ساختارهای 

و   Iris ،Breast هایی ماننددادهمجموعه از سهوی دیگر، در

Cancer، بهتر نسهبت به   یبندی طیفی عملکردالگوریتم خوشهه

،  Irisۀدادبرای مثهال، در مجموعهه.  الگوریتم پیشهههنههادی دارد

، نسهههبت به 0٫۹0و دقت   NMI=0٫۷۶ بندی طیفی باخوشهههه

 ی، نتهایج0٫۶8۷و دقت   NMI=0٫4۶0 الگوریتم پیشهههنههادی با

این به دلیل سههادگی سههاختار مجموعه  . اسههت  بهتر ارائه داده

های مبتنی بر طی  قادر به شهناسهایی  که الگوریتم  اسهت هاداده

 باشند. بیشتریها با دقت خوشه

 

با   هاتمیالگور  ریو سااا  یشاانهادیپ  تمیعملكرد الگور  یابیار 

 یمصنوع یهادادهمجموعه

هاسهت که به صهورت از داده  یامجموعه Blobs  تاسهتی د

 ابعاد  اند.شههده  ی توز هایژگی و یدر فضهها یگوسهه   یهاخوشههه

 به ها. تعداد نمونهی هسهتندعدب2ُ فرضشیطور پ  به میقابل تنظ

طور    هها بهه. تعهداد خوشههههاسهههت  نمونهه 100  فرضشیطور پ
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 .است خوشه 3 فرضشیپ

 

 

 Blobs  ی مصنوع ۀ(: داد 2) شكل

 

اسهت که به   دهیتندرهم ۀری دامیشهامل دو ن  Moons  تاسهتی د

سهاختار  نی قرار دارند. ا  یعدبُدو  یشهکل دو هلال ماه در فضها

 ییمناسهخ اسهت که توانا  ییهاتمی الگور  شی آزما  یبرا یرخطیغ

 .ی اسههتعدبُدو این داده  را دارند. دهیچیپ  یمرزها  ییشههناسهها

  تعهداد.  اسهههت  نمونهه  100  فرضشیطور پ  هها بههنمونهه  تعهداد

با  دهیتندرهم ۀری دامینقاط داده در دو ن  .است  خوشه 2ها  خوشه

 .شوندیم  ی توز یگوس زی امکان افزودن نو

 یبندخوشهههه  تمی الگور  یاثربخشههه   (3)و   (2)  هایشهههکل

  یبند و عملکرد خوشههه  دندهینشههان م  شههتریرا ب  یشههنهادیپ

 و  Blobsمتنوع    یمصهههنوع ۀدادرا در دو مجموعهه  ینقصههه یب

Moons  بهه حهداکثر   یابیه ارز  یارههایه مع  ۀ. همه دنه دهینشهههان م

با  تمی الگور  دهدینشهههان م  این امر که  انددهیخود رسههه  ری مقهاد

 یها ی در توز یرا حت یاسهاسه   یبندخوشهه یتارهاسهاخ تیموفق

 امر نی . اکندیم  ییمحدب بدون خطا شهناسهاریو غ دهیچیپ ۀداد

انواع اشهکال داده   تی ری را در مد الگوریتم پشهنهادی یسهازگار

 .کندیبرجسته م

 

 
 Moons  ی مصنوع ۀ(: داد 3) شكل

 

 های مصنوعیدادهدر مجموعه  ARI: (5)جدول 

 روش پیشنهادی

الگوریتم  

بندی  خوشه

 طیزی

k میانگین 

 استاندارد

-دادهمجموعه

 ها

88 /0 ۶4/0 5۷/0 R15 

۶۷۶/0 1 1 Blobs 

1 1 1 Moons 

854/0±1۶۷ /0 
880/0 

±1۶۶/0 
85۷/0±203 /0 

SD ± 
 میانگین 

 

 های مصنوعیدادهدر مجموعه   NMI(: 6جدول )

روش  

 پیشنهادی

الگوریتم  

بندی  خوشه

 طیزی

k   میانگین

 استاندارد
 هادادهمجموعه

۹4/0 ۷1/0 5۷/0 R15 

۷/0 1 1 Blobs 

1 ۹۶/0 38/0 Moons 

۹0/0±122/0 8۹0/0±155 /0 ۶50/0±318 /0 SD ±  میانگین 

 

 های مصنوعیداده(: دقگ در مجموعه 7جدول )

روش  

 پیشنهادی

الگوریتم  

بندی  خوشه

 طیزی

k میانگین 

 استاندارد
 هادادهمجموعه

۹28/0 ۹1/0 8۷/0 R15 

8۶0/0 1 1 Blobs 

1 ۹۷/0 38/0 Moons 

۹2۹/0±0۷1 /0 ۹۶0/0±045 /0 
۷50/0 ± 

2۹۶/0 
SD ±  میانگین 
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بندی بر روی های خوشهههلگوریتما عملکرد  همقایسهه   برای

مصهههنهوعهیدادهمهجهمهوعههه در  Moons و  R15  ،Blobs  هههای 

 و ARI ، NMIارزیابی سهه معیار،  (۷)و   (۶)،  (5)های  جدول

دهد الگوریتم پیشهنهادی، نتایج نشهان می اند.شهدهبررسهی   دقت

اسهتاندارد در   نیانگیم k بندی طیفی و الگوریتمالگوریتم خوشهه

 .متفاوت دارند یها عملکرددادههر یک از این مجموعه

برابر ARI ، الگوریتم پیشهههنههادی بهاR15 ۀدادمجموعههدر  

88/0،  NMI    بهتر   یعملکرد  ،۹2/0برابر  دقهت   و  ۹4/0برابر

بندی  الگوریتم خوشهه.  اسهت  های دیگر داشهتهنسهبت به الگوریتم

  0/ ۹1برابر  دقت  و  ۷1/0برابر   NMI ،۶4/0برابر   ARI طیفی با

رتبه  الگوریتم  ۀدر  کهه  دارد، در حهالی  قرار   نیانگیه م k دوم 

برابر  دقت  و  5۷/0برابر   NMI ،5۷/0برابر   ARI اسههتاندارد با

این نتایج نشههان . اسههت کمترین عملکرد را نشههان داده  8۷/0

تر های پیچیدهدهد الگوریتم پیشهنهادی در شهناسهایی خوشههمی

کهردهمهوفه  عهمههل  ایهن  Blobs ۀدادمهجهمهوعههه.  اسههههت  تهر  در 

استاندارد  نیانگیم k بندی طیفی وخوشه  داده، الگوریتممجموعه

بها   یعملکرد  ،1برابر  دقهت   و  1برابر    NMI و ARI هر دو 

برابر   ARI الگوریتم پیشهههنهادی با .اندبسهههیار خوب داشهههته

۶۷۶/0، NMI    یعملکرد  ،8۶0/0برابر   دقههت و  ۷5۹/0برابر 

این نتایج نشهان  .کمتر نسهبت به دو الگوریتم دیگر داشهته اسهت

تر های سهنتیتر، الگوریتمهایی با سهاختار سهادهدهد در دادهمی

  .مناسههخ داشههته باشههند  یتوانند عملکردمی نیانگیم k مانند

داده، الگوریتم پیشهنهادی در این مجموعه Moons ۀدادمجموعه

 1برابر   NMI و ARI دو بابندی طیفی هر  و الگوریتم خوشههه

 الگوریتم. اندبسههیار خوب داشههته  یعملکرد ،1برابر  دقت  و

kاسهتاندارد با  نیانگیم ARI   1برابر، NMI   دقت و  38/0برابر 

نسهههبهت بهه دو الگوریتم   ی بها دقهت کمترعملکرد  ،۷8/0برابر  

هایی با دهد در دادهاین نتایج نشهههان می.  دیگر داشهههته اسهههت

تر مانند های پیشههرفتهالگوریتم تر،غیرخطی و پیچیدهسههاختار  

 .بهتر داشته باشند یتوانند عملکردبندی طیفی میخوشه

دهند انتخاب الگوریتم ها نشهان میدر مجموع، این مقایسهه

هایی در داده.  ها بستگی داردبندی مناسخ به ساختار دادهخوشه

 نیانگیم k تر مانندهای سههنتیتر، الگوریتمبا سههاختار سههاده

مناسهههخ داشهههته باشهههند، در حالی که در  یتوانند عملکردمی

تر مانند های پیشههرفتهتر، الگوریتمهایی با سههاختار پیچیدهداده

 یتوانند عملکردپیشههنهادی می بندی طیفی و الگوریتمخوشههه

 .بهتر ارائه دهند

 

  (Wilcoxon & Friedman) تحلیل آماری كیزی

دهد الگوریتم پیشهنهادی در نشهان می  (8)  در جدولنتایج  

 K   بنهدی طیفی ومقهایسهههه بها دو روش دیگر، یعنی خوشهههه

بسههیار بهتر از خود نشههان داده  یاسههتاندارد، عملکرد  نیانگیم

آمده برای روش دسهت، مقدار بهNMI  سهت. در بخش میانگینا

دهد  اسههت که نشههان می از دو روش دیگر بیشههترپیشههنهادی 

ها را الگوریتم پیشهنهادی توانسهته اسهت سهاختارهای درونی داده

ایجاد  بیشهترهایی با شهباهت درونی بهتر شهناسهایی کند و خوشهه

بیهانگر پهایهداری بهتر   کمتر. همچنین، مقهدار انحراف معیهار  کنهد

روی   بهر  و  مهخههتههلهه   تهکههرارهههای  مهیههان  در  روش  ایهن 

دهد روش های گوناگون اسهت. این نتایج نشهان میدادهمجموعه

، از نظر پایداری و سازگاری نیز بیشترپیشنهادی علاوه بر دقت 

 .برتر است

 ۀبرای مقایسه   Wilcoxon Signed-Rankدر ادامه، آزمون  

،  pها انجام شهههده اسهههت. بر اسهههاس مقادیرزوجی الگوریتم

اختلاف میان روش پیشنهادی با هر دو الگوریتم دیگر در سطح 

بین  p طوری که مقدار معنادار اسههتن بهدرصههد    ۹5اطمینان 

و بین روش   031/0بندی طیفی برابر  روش پیشهنهادی و خوشهه

بوده اسهت. این  01۶/0 برابر اسهتاندارد  نیانگیمK  پیشهنهادی و

 آماری در شهاخصبدان معناسهت که روش پیشهنهادی به طور 

NMI بندی طیفی بهتر دارد. تنها تفاوت بین خوشههه  یعملکرد

دهد  از نظر آماری معنادار نیسهههت که نشهههان می  نیانگیم  K و

 .مشابه قرار دارد یعملکرد این دو روش در سطح

کنهد.  هها را تهأییهد مینیز این یهافتهه Friedman نتهایج آزمون

آمههار ههمهچهنهیهن    33/10 بهرابهر χ² ۀمهقههدار  و  بهرابهر    pاسههههت 

وجود تفاوت معنادار در عملکرد  ۀدهنداسهت که نشهان005۷/0

دهد  های فریدمن نشههان میسههه الگوریتم اسههت. میانگین رتبه

بهترین عملکرد را دارد، در  1۷/1ۀ الگوریتم پیشهههنههادی بها رتبه 
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ترتیخ با  به اسهتاندارد  نیانگیم  Kبندی طیفی و  حالی که خوشهه

اند. در جایگاه دوم و سهههوم قرار گرفته 83/2 و  00/2های رتبه

آزمهون روش   Nemenyi Post-hoc در  بهیهن  تهفههاوت  نهیهز 

،  از نظر آماری معنادار اسهت اسهتاندارد  نیانگیم K  پیشهنهادی و

معنادار  بندی طیفیاما اختلاف بین روش پیشههنهادی و خوشههه

، روش پیشهنهادی درصهد  ۹5نیسهت. بنابراین، در سهطح اطمینان 

در مقایسهه برتری آشهکار دارد و  اسهتاندارد  نیانگیم  K  نسهبت به

ولی نه به صهههورت   ،بهتر  یبندی طیفی نیز عملکردبا خوشهههه

توان نتیجه دهد. در مجموع، میمعنادار از نظر آماری نشههان می

ترین روش گرفهت الگوریتم پیشهههنههادی پهایهدارترین و دقی 

 .ها بوده استبندی در این آزمایشخوشه

 

 NMIبر اساس شاخص  هاتمیالگور یآمار  لیتحل(: 8جدول )

 آماری/تزسیر  ۀنتیج میانگین استاندارد K بندی طیزی خوشه الگوریتم پیشنهادی معیار  شاخص/آ مون

 واقعی NMI میانگین
  انحراف ±میانگین 

 معیار
۶2/0±2۹/0 51/0±2۷/0 4۷/0±2۶/0 

  بیشترینروش پیشنهادی 

 مقدار میانگین را دارد

Wilcoxon Signed-

Rank Test 

p(Proposed vs 

Spectral) 
— — — 

p  031/0برابر → 

  اختلاف معنادار به نف 

 الگوریتم پیشنهادی 

 p(Proposed vs 

K-Means) 
— — — 

p  01۶/0برابر → 

 اختلاف معنادار به نف 

 الگوریتم پیشنهادی 

 p(Spectral vs 

K-Means) 
— — — 

p  313/0برابر → 

 

 اختلاف معنادار نیست 

Friedman Test 
χ² و 33/10 برابرp 

 005۷/0برابر 
— — — 

تفاوت معنادار بین  

  کمتر از p →هاالگوریتم

01/0 

 83/2 00/2 1۷/1 =بهتر( 1رتبه ) فریدمن ۀمیانگین رتب
بهترین   الگوریتم پیشنهادی

 میانگین رتبه را دارد 

Nemenyi Post-hoc 

Rank 

(Proposed–

Spectral) 

83/0 — — 
CD 85/0 کمتر از  → 

 تفاوت معنادار نیست 

 
Rank 

(Proposed–K-

Means) 

۶۶/1 — — 
CD 85/0 بیشتر از→ 

 معنادارتفاوت 

Critical Difference 

(CD) 
 — — — مقدار

CD در سطح  85/0 برابر

 درصد ۹5اطمینان 

 تفسیر کلی  نهایی ۀنتیج
 الگوریتم پیشنهادی

 بهترین عملکرد کلی 

الگوریتم  مشابه

در برخی   پیشنهادی

 هادادهاز 

تر در تمام  ضعی  

 ها داده

 از الگوریتم پیشنهادی

K- Means طور   به

 معنادار بهتر و از

Spectral   کمی بهتر

 است
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 های واقعیابلیشن الگوریتم پیشنهادی در داده ۀ (: مطالع9جدول )

 جایگزین  ۀتوضیح مؤلز شدهتغییر اعمال
NMI 

SD ±  میانگین 

 دقگ

SD ±  میانگین 

تغییر عملكرد  

نسبگ به مدل  

 اصلی

 تحلیل كیزی 

 آپولونیوس مدل اصلی

+ L + kNN   متقابل

 + تعبیه طیفی 

 — 0/ 214±۷33/0 22/0±۷3۹/0 الگوریتم پیشنهادی  ۀپیکربندی پای
بهترین عملکرد،  

 زیادپایداری 

جایگزینی کرنل  

آپولونیوس با کرنل  

 گوسی

2

2
exp

2

i j

ij

x x
S



 −
 = −
 
 

 

۶۹1/0±1۹/0 ۶84/0±21/0 5/۶%- 

افت جزئی در  

های پیچیده،  داده

کرنل آپولونیوس  

به فواصل بلند  

 تر است حساس

 L لاپلاسی ن ازت ییر 

 L_sym به
 -%1/2 20/0±۷24/0 20/0±۷2۶/0 سازی متقارن نرمال

پایدارتر در  

های  داده

نامتوازن، اما  

بدون بهبود  

 معنادار

  kNN ت ییر گراف

 ساده  ↔متقابل 
 %-4/۷ 1۹/0±۶۹3/0 18/0±۷05/0 حذف شرط تقارن در همسایگی 

کاهش پایداری 

ویژه در  به

 های نویزیداده

میانگین  K اجرای

در فضای  استاندارد

  ۀاصلی )بدون تعبی

 طیفی( 

 -%24/1 21/0±541/0 23/0±552/0 نگاری  حذف گام طی 

افت شدید 

عملکرد، تأیید  

  ۀاهمیت تعبی

 طیفی 

میانگین  K اجرای

  ۀپس از تعبی استاندارد

 طیفی )مدل کامل( 

 — 0/ 214±۷33/0 22/0±۷3۹/0 پیکربندی نهایی الگوریتم 

ترین  بهینه

 ترکیخ از دید

NMI  و  

ACC 

 

آپولونیوس نقشههی  ۀدهد هسههتنشههان می  (۹)  نتایج جدول

گوسههی  ۀکلیدی در عملکرد مدل دارد. جایگزینی آن با هسههت

شههده اسههت.   ۶۹1/0به    ۷3۹/0از  NMI باعث کاهش میانگین

ههایی بها سهههاختهار غیرخطی )مهاننهد ویژه در داده  این افهت بهه

Digits    وOlivetti Faces )اسهههت، زیرا کرنهل  بیشهههتر بوده

آپولونیوس حسهاسهیت کمتری به ت ییرات محلی دارد و روابط 

تر مهدل  تر بهه صهههورت دقی ههای طولانیای را در بهازهفهاصهههلهه

 .کندمی

 متقارن ۀشهدنرمالبه    شهدهت ییر نوع لاپلاسهی ن از غیرنرمال

  درصهههد  2تهأثیر کمی بر میهانگین عملکرد گهذاشهههت )حهدود  

پهایهداری    ،Diabetesههای نهامتوازن مهاننهد  کهاهش(، امها در داده

هها ایجهاد کرد. در مقهابهل، ت ییر بیشهههتری در همگرایی خوشهههه

سهههاده بهاعهث افهت    kNNبهه  متقهابهل  kNNسهههاختهار گراف از 

های محسهههوس عملکرد شهههد. گراف متقابل باعث حذف یال

 ای تمیزتری بهسهاختار خوشهه  ،شهود و در نتیجهغیرمعنادار می

 .دهددست می

ابلیشهههن مربوط بهه گهام   ۀترین بخش مطهالعه در نههایهت، مهم

در فضای  استاندارد  نیانگیمK اسهت. اجرای مستقیم طیفی ۀتعبی

( شد. 552/0به    ۷3۹/0ز ا NMI)در  اصهلی منجر به افت شهدید 

طیفی بها کهاهش نویز و   ۀدههد فضهههای تعبیه این امر نشهههان می

بندی ضهروری  آشهکارسهازی سهاختارهای غیرخطی، برای خوشهه

 .است

کرنل   ۀدهند هر چهار مؤلفها نشهان میدر مجموع، آزمایش

در ، طیفی ۀآپولونیوس، لاپلاسهی ن مناسهخ، گراف متقابل و تعبی
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هم، موجهخ افزایش چشهههمگیر دقهت و پهایهداری الگوریتم کنهار  

 .اندپیشنهادی شده

 

 تحلیل پیچیدای  مانی الگوریتم پیشنهادی

،  PCA بندی طیفی بدون اسهههتفاده ازدر الگوریتم خوشهههه

 ای در حهدشهههونهد کهه هزینههسهههازی میهها نرمهالابتهدا داده

(n d)O  ها در زوجی بین تمام نمونه ۀفاصههل ،دارد. سههپس

ترین مراحل اسهت و شهود که یکی از پرهزینهمحاسهبه می  dعد  بُ

n)2زمهان اجرای آن   d)O   سهههاخهت گرافاسهههت .-k 

پیچیهدگی را   ۀنیز معمولای همهان مرتبه  ههاترین همسهههایههزدیهکن

تر اسهتفاده شهود. تشهکیل ماتریس های سهری دارد، مگر از روش

لاپلاسهیان گراف نیز به ترتیخ نیازمند زمان  ۀشهباهت و محاسهب

*n)ای در حدود  و حافظه t*k*r)O بعدی    ۀاسههت. مرحل

لاپلاسهیان اسهت که اگر روی ماتریس چگال انجام  ۀویژ ۀتجزی 

n)3شهههود، پیچیهدگی زمهانی )O 2ای و حهافظهه(n )O  .دارد

  embedding روی اسهههتهانهدارد  نیانگیه م  K در پهایهان، الگوریتم

ای در حهد  شهههود کهه در هر تکرار هزینههحهاصهههل اجرا می

(t*n*k*r)O  کهه در(t   1تکرار-r=k )    ،دارد. در مجموع

بهههرابهههر   الهههگهههوریهههتهههم  کهههلهههی  پهههیهههچهههیهههدگهههی 
2 3( * ) ( * ) ( ) (n*t*k*r)O n d O n d O n O+ + + 

 .است

 

 ایرینتیجه  -5

آپولونیوس و ۀ  الگوریتم پیشهههنهادی با اسهههتفاده از هسهههت

بهتر    یهها عملکرددادهمجموعههاز  سهههاختهار گراف، در برخی  

بنهدی طیفی دارد، امها در برخی دیگر، نسهههبهت بهه خوشههههه

بنابراین، انتخاب  .دهدبهتر ارائه می  یبندی طیفی نتایجخوشههه

ها و سهاختار آنها بسهتگی های دادهالگوریتم مناسهخ به ویژگی

ۀ بررسهههی عملکرد الگوریتم پیشهههنهادی مبتنی بر هسهههت  .دارد

دهد این بندی طیفی نشهان میآپولونیوس در مقایسهه با خوشهه

 Digits  و  Wineدهها مهاننه دادهمجموعهه  از  الگوریتم در برخی

دارد  یعهمهلهکهرد مهجهمهوعههه .بهههتهر  در  مهثههال،  ، Wineۀ  دادبهرای 

،  ۹55/0  برابر و دقت  853/0برابر  NMI الگوریتم پیشههنهادی با

،  ۷3/0و دقت   45/0برابر   NMI بندی طیفی بانسهبت به خوشهه

ناشههی از  ممکن اسههتاین بهبود   .بهتر ارائه داده اسههت  ینتایج

آپولونیوس در سهاخت گراف شهباهت باشهد که ۀ  اسهتفاده از هسهت

سهههازی هها را بهتر مهدلسهههاختهارههای محلی و غیرخطی داده

 Iris   ،Cancerههایی مهاننهددادهبها این حهال، در مجموعهه .کنهدمی

بهتر نسهههبهت بهه   یبنهدی طیفی عملکردخوشهههه،   Breastو

،  Irisۀدادبرای مثهال، در مجموعهه.  الگوریتم پیشهههنههادی دارد

، نسههبت به ۹0/0و دقت  NMI (۷۶/0) بندی طیفی باخوشههه

 ی، نتایج۶8۷/0و دقت  NMI (4۶0/0) الگوریتم پیشههنهادی با

ممکن اسههت به دلیل سههادگی   امر این .اسههت  بهتر ارائه داده

های  الگوریتمدر آن، ها باشهد که های این مجموعهسهاختار داده

  بیشههتریها با دقت مبتنی بر طی  قادر به شههناسههایی خوشههه

 .هستند
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