
https://math-sci.ui.ac.ir

جامعه و ریاضی
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باناخ فضاهای در نگاشت ها از دنباله یک برای ارگودیک قضایای

∗
 

 

خطیب زاده هادی و  
 

پیربستی یوسفی علی

و محدب یکنواخت باناخ فضاهای در غیرانبساطی نگاشت های از دنباله ای برای ارگودیک همگرایی مقاله، این در چکیده.
شرط با یکنواخت همگرایی شرط که می شود سعی تقریبی مدار از دیگری تعریف معرفی با می شود. بررسی هموار یکنواخت
است. غیرانبساطی نگاشت های برای ارگودیک همگرایی کلاسیک قضایای برخی از تعمیمی ما نتایج شود. جایگزین ضعیف تری

مقدمه .۱

که است غیرخطی تابعی آنالیز در اساسی موضوعات از یکی غیرانبساطی نگاشت های برای غیرخطی ارگودیک نظریه
مطالعه در مهمی نقش نظری، اهمیت بر افزون حوزه، این دارد. شونده تکرار روش های و ثابت نقاط نظریه با نزدیکی ارتباط
نگاشت می کند. ایفا یکنوا نوع از تحولی سیستم های مجانبی رفتار تحلیل و بهینه سازی مسائل ثابت، نقطه تقریب الگوریتم های
از منظور .∥Tx − Ty∥ ≤ ∥x − y∥ باشیم: داشته ،C در y و x هر برای اگر می گویند غیرانبساطی را T : C → C

سزارو میانگین همگرایی مورد در مناسب شرایط تحت که است قضیه ای ،T نگاشت برای (میانگین) ارگودیک قضیه یک
یعنی x ∈ C دلخواه نقطه یک روی T نگاشت تکرارهای

1

n

n−1∑
k=0

T kx

می کند. حکم
خطی غیرانبساطی نگاشت های برای هیلبرت فضای در پژوهش خط این آغاز نقطه نویمان فون میانگین ارگودیک قضیه

است.

باشد H حقیقی هیلبرت فضای یک در خطی انقباضی نگاشت یک T کنید فرض [۱۸] نویمان۱). فون (ارگودیک ۱ .۱ قضیه
آن در که است Px به قوی همگرای 1

n

∑n−1
k=0 T

kx ،x ∈ H هر برای آنگاه .∥Tx∥ ≤ 1 داریم: x ∈ H هر برای یعنی
نقاط مجموعه بر روی x از P 2x = PPx = Px ،x هر برای یعنی H از متعامد تصویر یک P : H → Fix(T ) نگاشت

تقریبی. همگرایی محدب، یکنواخت باناخ فضای ثابت، نقطه تقریبی، مدار ارگودیک، قضیه غیرانبساطی، نگاشت کليدي: کلمات و عبارات
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۹–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی نشریه خطیب زاده، هادی و پیربستی یوسفی علی

H هیلبرت فضای یعنی باشد. است) H از بسته و خطی زیرفضای یک که Fix(T ) = {x ∈ H : Tx = x})،T ثابت
متعامد تجزیه به صورت

H = Fix(T )⊕Ran(I − T )

است. بیان قابل (I − T برد بستار با T ثابت نقاط مجموعه مستقیم (جمع

شد. داده تعمیم محدب یکنواخت باناخ فضاهای به [۱۷] ریس و [۷] بیرخوف توسط قضیه این
غیرانبساطی نگاشت یک برای که داد نشان او داد. تعمیم غیرخطی نگاشت های به را قضیه این بیون بعد سال ۴۰ حدود
میانگین های که است این با معادل ثابت نقطه وجود هیلبرت، فضای یک از ناتهی و بسته محدب، زیرمجموعه یک روی

است. ثابت نقطه یک به ضعیف همگرای تکرارها ارگودیک

H حقیقی هیلبرت فضای یک از ناتهی و بسته محدب، زیرمجموعه یک C کنید فرض [۵] بیون۲). (ارگودیک ۲ .۱ قضیه
هستند: معادل زیر های گزاره آنگاه باشد. غیرانبساطی نگاشت یک T : C → C کنید فرض باشد.

.Fix(T ) ̸= ∅ .۱
است. ضعیف همگرای ،Snx := 1

n

∑n−1
k=0 T

kx با شده تعریف {Sn} دنباله ،x ∈ C هر برای .۲

برای به طوری که است غیرانبساطی P : C → Fix(T ) آنگاه باشد، Px به ضعیف همگرای Snx اگر این حالت در
Px(که ∈ co({T ix})i≥0 داریم: ،x ∈ C هر برای همچنین .PTn = TnP = P و P 2 = P داریم: ،n ∈ N هر

است). Tها ix از متناهی محدب ترکیبات تمام مجموعه بستار ،co ({T ix})

باناخ فضای داد. تعمیم فرشه۳ دیفرانسیل پذیر نرم با محدب یکنواخت باناخ فضاهای به را بیون نتیجه رش ،[۱۶] در
هر برای که باشد داشته وجود δ = δ(ϵ) > 0 ،ϵ ∈ (0, 2] هر برای اگر گوییم محدب یکنواخت را ∥ · ∥ نرم با X حقیقی
باشد. دوگان X∗ کنید فرض .∥1

2(x + y)∥ < 1 − δ باشیم: داشته ∥x − y∥ ≥ ϵ و ∥x∥ = ∥y∥ = 1 با x, y ∈ X

می گوییم را x ∈ SX در X از نرم می دهیم. نشان SX با را X از واحد کره و ⟨·, ·⟩ با را X × X∗ روی دوگانی زوج ما
اگر است x ∈ SX در فرشه) گاتو۴(دیفرانسیل پذیر دیفرانسیل پذیر

lim
t→0

∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

نرم اگر است هموار) (یکنواخت هموار باناخ، فضای یک باشد. موجود (y ∈ SX برای y(یکنواخت ∈ SX نقطه هر برای
از J دوگانی نگاشت آنگاه باشد، هموار X اگر باشد. (x ∈ SX هر برای فرشه (دیفرانسیل پذیر SX روی گاتو دیفرانسیل پذیر

با شده تعریف X∗ به توی X
J(x) = {x∗ ∈ X∗ : ⟨x, x∗⟩ = ∥x∥2 = ∥x∗∥2}

است. تک مقدار
غیرانبساطی نگاشت هر که داد نشان ابتدا او شد. ارائه ،[۹] در براک توسط غیرخطی ارگودیک قضیه از ساده تری اثبات
نام گذاری γ نوع از آن را او که ویژگی یک در محدب یکنواخت باناخ فضای یک از کراندار و بسته محدب، زیرمجموعه یک روی
نرم با محدب یکنواخت باناخ فضاهای در را ارگودیک قضیه سپس ببینید). را بخش آن تعریف (برای می کند صدق نمود،
دنباله یک کرد. اثبات باشد، آن تقریبی مدار که دنباله ای هر برای بلکه نگاشت، تکرارهای برای تنها نه فرشه دیفرانسیل پذیر

.limn→∞ supm≥0 ∥xn+m − Tmxn∥ = 0 اگر است T نگاشت از تقریبی۵ مدار یک {xn}
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۹–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی نشریه باناخ، فضاهای در نگاشت ها از دنباله یک برای ارگودیک قضایای

اثبات را تکرارها تقریبی مدارهای تقریبی همگرایی بلکه میانگین، همگرایی تنها نه که بود آن براک، اثبات در دیگر نکته
(ضعیف) قوی همگرای k روی یکنواخت 1

n

∑n−1
i=0 xi+k اگر است (ضعیف) قوی تقریبی همگرای {xn} دنباله می گوییم کرد.

همگرایی برای کافی و لازم شرط که داد نشان همچنین براک شد. معرفی [۱۴] لورنتز توسط ابتدا همگرایی نوع این باشد.
.Tn+1x− Tnx ⇀ 0 که است آن دنباله خود ضعیف

فرشه، دیفرانسیل پذیر نرم با محدب یکنواخت باناخ فضاهای همان در براک قضیه از دیگری اثبات یک هیرانو ،[۱۱] در
مورد در نتایجی نمود. اثبات اپیال۶ شرط با محدب یکنواخت فضاهای در را ارگودیک قضیه ،[۱۲] در همچنین نمود. ارائه
نمونه برای که شده است بررسی محققان توسط نیز دیگر نگاشت هایی روی خاص تر شرایطی تحت قوی میانگین همگرایی
نیز غیرخطی‑غیرانبساطی نیم گروه های برای باناخ، و هیلبرت فضاهای در ارگودیک قضایای کنید. مراجعه [۶] به می توانید

ببیند. [۱۵ ،۱۲ ،۶] در را نتایجی می تواند علاقمند خواننده ی است. شده مطالعه
نگاشت های از خانواده یک ،C روی غیرانبساطی نگاشت های از S = {S(t) : t ≥ 0} پارامتری تک نیم گروه یک

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه است، خودش به توی C از غیرانبساطی

.S(s+ t)x = S(s)S(t)x باشیم: داشته x ∈ C و s, t ≥ 0 هر برای .۱
.S(0)x = x باشیم: داشته x ∈ C هر برای .۲

.limt→0 S(t)x = x باشیم: داشته x ∈ C برای .۳
.∥S(t)x− S(t)y∥ ≤ ∥x− y∥ باشیم: داشته x, y ∈ C و t ≥ 0 هر برای .۴

را ماکسیمال یکنوای عملگر با تحولی معادلات جواب های رفتار که هستند پیوسته دینامیکی سیستم یک نیم گروه ها این
ببیند. [۴ ،۳ ،۲] در را نتایجی می تواند علاقمند خواننده ی می کنند. توصیف

غیرانبساطی، نیم گروه یک توسط شده تولید پیوسته دینامیک یا غیرانبساطی نگاشت یک توسط شده تولید گسسته دینامیک
باشد، زمان به وابسته سیستم تحول اگر اما است. زمان از مستقل تحول قانون یعنی هستند خودگردان دینامیک های
پارامتری دو تحولی۷ سیستم یک با پیوسته حالت در و انقباضی نگاشت های از دنباله یک با ما گسسته حالت در آنگاه

بود: خواهیم روبرو می کند، صدق زیر شرایط در که C روی غیرانبساطی نگاشت های از U = {U(t, s) : t ≥ s ≥ 0}

.U(t, s)U(s, r)x = U(t, r)x باشیم: داشته x ∈ C و t ≥ s ≥ r ≥ 0 هر برای .۱
.∥U(t, s)x− U(t, s)y∥ ≤ ∥x− y∥ باشیم: داشته x, y ∈ C و t ≥ s ≥ 0 هر برای .۲

.U(t, t)x = x باشیم: داشته x ∈ C و t ≥ 0 هر برای .۳

یعنی غیرخودگردان و غیرانبساطی سیستم به برگردیم اما است خارج مقاله این بحث موضوع از تحولی سیستم های بررسی
تعریف زیر به صورت که باشند دنباله هایی {zn} و {xn} همچنین خودش. به C از غیرانبساطی نگاشت های از {Tn} دنباله

می شوند:

(۱) xn+1 = Tnxn, x1 = x ∈ C

و

(۲) zn =
1

n

n∑
k=1

xk.
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۹–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی نشریه خطیب زاده، هادی و پیربستی یوسفی علی

و شود T به نقطه وار همگرای {Tn} دنباله اگر حقیقی، هیلبرت فضای یک در که دادند نشان ،[۱] در همکاران و کاتسوکا آ

(۳) Fix(T ) ⊂
∞⋂
n=1

Fix(Tn) ≠ ∅.

ارگودیک قضیه از تعمیمی نتیجه این می شود. Fix(T ) از عنصری به ضعیف همگرای (۲) با شده تعریف {zn} دنباله آنگاه
شامل تکراری، روش های بررسی در می توانند مطالعات این است. غیرانبساطی نگاشت های از دنباله ای برای بیون غیرخطی
کردن جایگزین با [۱۹] نویسندگان روند. به کار پروکسیمال، نقطه الگوریتم و مان۸ تکرار مانند غیرانبساطی، نگاشت های
حقیقی هیلبرت فضاهای در (۲) و (۱) با که دنباله هایی برای را ارگودیک قضایای برخی زیر، ضعیف تر شرط با (۳) فرض

کردند: اثبات شده اند، داده

(۴)
∞∑
n=1

∥Tnq − q∥ < ∞.

شرط که {xn} دنباله یک برای ،[۱۳] در همکاران و کوبایاشی

(۵) lim
n→∞

sup
m≥1

∥xn+m+1 − Tn+m · · ·Tnxn∥ = 0

دنباله ای، چنین است. (۱) از کلی تر به وضوح، (۵) شرط آوردند. به دست ضعیف، تقریبی همگرایی نتیجه یک می کند، برقرار را
غیرخطی نگاشت یک تکرارهای برای تقریبی مدار مفهوم که می کنیم یادآوری می شود. نامیده {Tn} دنباله از تقریبی مدار یک

می شود: تعریف زیر به صورت T نگاشت یک از تقریبی مدار یک شد. معرفی [۹] براک توسط نخستین بار

lim
n→∞

sup
m≥1

∥xn+m − Tmxn∥ = 0.

از دنباله یک برای می دهد. نشان خود از T مدار با مشابهی مجانبی رفتار تقریبی، مدار که است شده داده نشان [۹] در
مدار از دیگری تعریف اینجا، در .[۱۳] است شده داده بسط است، آمده (۵) در که همان گونه تقریبی مدار مفهوم نگاشت ها،

می گیریم: نظر در می شود، داده زیر به صورت که را تقریبی

(۶) lim
n→∞

sup
m≥1

∥xn+m − Tm
n xn∥ = 0.

همگرایی بعد بخش در کردند. اثبات را مشابه ارگودیک قضایای برخی تقریبی مدار از تعریف این با [۱۹] در نویسندگان
Tn یکنواخت همگرایی می توان که داد خواهیم نشان ادامه در و کنیم می اثبات (۶) با شده داده دنباله برای را ضعیف تقریبی

می کنیم: جایگزین زیر شرایط از یکی با را (۴) شرط همچنین کرد. جایگزین کلی تری شرایط با را T به

(۷) lim
n→∞

sup
m≥1

∥Tn+m · · ·Tnq − q∥ = 0

یا

(۸) lim
n→∞

sup
m≥1

∥Tm
n q − q∥ = 0, ∀q ∈ Fix(T ).

است. (۴) از ضعیف تر نیز (۷) شرط و هستند (۳) از ضعیف تر شرط دو هر

8Mann iteration
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۹–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی نشریه باناخ، فضاهای در نگاشت ها از دنباله یک برای ارگودیک قضایای

اصلی نتایج .۲

از دنباله ای {Tn} آن در که کردند، اثبات را (۵) با داده شده دنباله یک تقریبی مدار همگرایی نویسندگان ،[۱۳] در
یک به یکنواخت همگرای فرشه دیفرانسیل پذیر نرم با محدب یکنواخت باناخ فضاهای در که است غیرانبساطی نگاشت های
شرط کردن جایگزین با نتیجه این که می شود دیده به راحتی باشد. برقرار (۴) شرط که وقتی می شود T غیرانبساطی نگاشت

.([۲ .۲ گزاره ،۱۳] به شود (رجوع است برقرار نیز (۷) کلی تر شرط با (۴)
می گوییم .γ(0) = 0 که باشد γ : [0,∞) → [0,∞) محدب و پیوسته صعودی، توابع از مجموعه ای Γ کنید فرض [۹]

باشد: برقرار ،0 ≤ λ ≤ 1 و x, y ∈ C هر برای و γ ∈ Γ اگر است (γ) نوع از T : C → X نگاشت

γ(∥λTx+ (1− λ)Ty − T (λx+ (1− λ)y)∥) ≤ ∥x− y∥ − ∥Tx− Ty∥.

باشد، X محدب یکنواخت حقیقی باناخ فضای یک از ناتهی و کراندار بسته، محدب، زیرمجموعه ای C اگر [۹] .۱ .۲ لم
است. γ نوع از T : C → X غیرانبساطی نگاشت هر به طوری که دارد وجود γ ∈ Γ آنگاه

X محدب یکنواخت حقیقی باناخ فضای یک از ناتهی کراندار، بسته، محدب، زیرمجموعه ای C کنید فرض [۹] .۲ .۲ لم
.limn→∞ ∥xn+1 − Txn∥ = 0 به طوری که باشد C در دنباله ای {xn} و γ نوع از T : C → C نگاشت کنید فرض باشد.

به طوری که دارد وجود N عددی ،Fix(T ) از W ضعیف همسایگی هر برای آنگاه

1

n

n−1∑
i=0

xi+k ∈ W, ∀n ≥ N, ∀k ≥ 0.

یکنواخت و محدب یکنواخت حقیقی باناخ فضای یک از ناتهی و بسته محدب، زیرمجموعه ای C کنید فرض .۳ .۲ قضیه
C از کراندار زیرمجموعه هر روی که باشد C روی غیرانبساطی نگاشت های از دنباله ای {Tn} کنید فرض باشد. X هموار
داده دنباله هر آنگاه باشد، برقرار (۸) شرط و Fix(T ) ̸= ∅ اگر می شود. T غیرانبساطی نگاشت یک به یکنواخت همگرای

می شود. T ثابت نقطه یک به تقریبی همگرای (۶) با  شده

می کنیم. ارائه مرحله به مرحله آن را بودن، کامل برای اما است، [۱۳] در ۲ .۳ قضیه مشابه اثبات اگرچه اثبات.
فرض است. همگرا ∥xn − yn∥ آنگاه شده اند. داده (۶) با که باشند دنباله هایی {yn} و {xn} کنید فرض .۱ مرحله
به توجه با .ϵn, δn → 0 آنگاه .δn = supm≥0 ∥xn+m+1 − Tm

n xn+1∥ و ϵn = supm≥0 ∥yn+m+1 − Tm
n yn+1∥ کنید

داریم: ،Tn بودن غیرانبساطی

∥xn+m+1 − yn+m+1∥ ≤ ∥xn+m+1 − Tmxn+1∥+ ∥Tmxn+1 − Tmyn+1∥

+ ∥yn+m+1 − Tmyn+1∥

≤ δn + ∥xn+1 − yn+1∥+ ϵn.

می شود. حاصل مطلوب نتیجه ،n → ∞ وقتی lim inf سپس و m → ∞ وقتی lim sup گرفتن با
دنباله ،λ ∈ (0, 1) هر برای آنگاه باشد، کراندار {yn} و کنند صدق (۶) شرط در {yn} و {xn} اگر .۲ مرحله
کراندار {yn} که آنجا از .zn = λxn + (1 − λ)yn کنید: تعریف می کند. صدق (۶) شرط در نیز {λxn + (1 − λ)yn}
و باشند {xn}, {yn} ⊂ B(0, r) به طوری که کنید انتخاب را r > 0 می شود. کراندار نیز {xn} که داریم ۱ مرحله از است،
است. شده محدود Cr با که Tm

n با است برابر Sn,m یعنی Sn,m = Tm
n

∣∣
Cr

و Cr = C ∩ B(0, r) دهید: قرار همچنین

۵ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2026.148065.1786
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γ نوع از Sn,m بنابراین است. غیرانبساطی Sn,m : Cr → X و است کراندار و محدب بسته، زیرمجموعه ای Cr آنگاه
داریم: است.

∥zn+m+1 − Sn,mzn+1∥ = ∥λxn+m+1 + (1− λ)yn+m+1 − Sn,mzn+1∥

≤ λ∥xn+m+1 − Sn,mxn+1∥+ (1− λ)∥yn+m+1 − Sn,myn+1∥

+ ∥λSn,mxn+1 + (1− λ)Sn,myn+1 − Sn,mzn+1∥

≤ λαn + (1− λ)βn

+ γ−1(∥xn+1 − yn+1∥ − ∥Sn,mxn+1 − Sn,myn+1∥)

≤ λαn + (1− λ)βn

+ γ−1(∥xn+1 − yn+1∥ − ∥xn+m+1 − yn+m+1∥+ αn + βn)

(۶) و ۱ مرحله از .βn = supm≥0 ∥yn+m+1 − Sn,myn+1∥ و αn = supm≥0 ∥xn+m+1 − Sn,mxn+1∥ آن در که
می شود: نتیجه به راحتی

lim
n→∞

sup
m≥0

∥zn+m+1 − Tm
n zn+1∥ = 0.

،(۸) به توجه با آنگاه ،q ∈ Fix(T ) اگر است. همگرا p, q ∈ Fix(T ) هر برای {⟨xn, J(p− q)⟩} دنباله .۳ مرحله
دنباله ،۲ و ۱ مراحل به توجه با .p, q ∈ Fix(T ) و 0 < λ ≤ 1 کنید فرض می کند. صدق (۶) شرط در {q} ثابت دنباله
X در نرم دیفرانسیل پذیری است، کراندار {xn − q} که آنجا از است. همگرا n → ∞ وقتی {∥λxn + (1 − λ)p− q∥}

که می دهد نشان

lim
λ→0

1

2λ
(∥q − p+ λ(xn − q)∥2 − ∥q − p∥2) = ⟨xn − q, J(q − p)⟩

بنابراین، است. برقرار n به نسبت یکنواخت

lim
n→∞

⟨xn − q, J(q − p)⟩ = lim
n→∞

lim
λ→0

1

2λ
(∥λxn + (1− λ)q − p∥2 − ∥q − p∥2)

دارد. وجود
که است واضح است. مثبت صحیح اعداد از دنباله ای i(n) آن در که ،sn = 1

n

∑n
k=1 xk+i(n) کنید فرض .۴ مرحله

(xn از ضعیف زیردنباله ای حدهای همه مجموعه یعنی ،ωw({xn}) (که co ωw({xn}) به متعلق sn ضعیف حدی نقطه هر
که می دهند نشان ما فرضیات دیگر، سوی از است.

∥xn+1 − Txn∥ ≤ ∥xn+1 − Tnxn∥+ ∥Tnxn − Txn∥ → 0

Fix(T )∩ co ωw({xn}) به متعلق sn ضعیف حدی نقطه هر ،[۹] از ۲ .۲ و ۱ .۲ لم های به توجه با اکنون، .n → ∞ وقتی
که داشت خواهیم ۳ مرحله به توجه با و p, q ∈ Fix(T ) آنگاه باشند. sn ضعیف حدی نقطه دو q و p کنید فرض است.
□ می کند. کامل را اثبات این .p = q بنابراین دارد. وجود limn→∞⟨sn − p, J(p− q)⟩

کرده ایم: جایگزین ضعیف تر بسیار شرط با را T به Tn یکنواخت همگرایی فرض زیر، قضیه در

(۹) lim
n→∞

∥x̄n − T x̄n∥ = 0, ∀x̄n ∈ Fix(Tn).
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می دهیم نشان که تفاوت این با است، مشابه آن اثبات .[۱ .۴ قضیه ،۱۹] است شده اثبات هیلبرت فضاهای برای قضیه این
شوند. جایگزین ضعیف تر شرایط با یا حذف می توانند [۱۹] در ۱ .۴ قضیه اضافی شرایط برخی

یکنواخت و محدب یکنواخت حقیقی باناخ فضای یک از ناتهی و بسته محدب، زیرمجموعه ای C کنید فرض .۴ .۲ قضیه
باشد C از نگاشتی T و Fix(Tn) ̸= ∅ که باشد C غیرانبساطی نگاشت های از دنباله ای {Tn} کنید فرض باشد. X هموار

یا (۶) اگر می کند. صدق (۹) شرط در که

(۱۰) w − lim
m→∞

1

m

m−1∑
i=0

(xn+i+k − T i+k
n xn) = 0, ∀n ∈ N, به نسبت یکنواخت k ∈ N

است. {x̄n} ضعیف حد که می شود x̄ ∈ Fix(T ) به ضعیف تقریبی همگرای {xn} و Fix(T ) ̸= ∅ آنگاه باشد، برقرار

غیرانبساطی نگاشت های برای ضعیف ارگودیک قضیه ،Fix(Tn) ̸= ∅ و Tn بودن غیرانبساطی به توجه با اثبات.
ابتدا می شود. Tn از ثابت نقطه یک x̄n به همگرا ،m → ∞ دادن میل با 1

m

∑m
i=n T

i−n
n xn که می دهد نشان [۱۱ ،۹]

داریم: است. کراندار x̄n که می دهیم نشان

∥ 1

m

m−1∑
i=0

T i
nxn − x̄∥ ≤ 1

m

m−1∑
i=0

∥T i
nxn − x̄∥ ≤ 1

m

m−1∑
i=0

{∥T i
nxn − T i

nx̄∥+ ∥T i
nx̄− x̄∥}

≤ ∥xn − x̄∥+ sup
i≥0

∥T i
nx̄− x̄∥.

و (۸) به توجه با ،∥x̄n − x̄∥ ≤ ∥xn − x̄∥ + supi≥0 ∥T i
nx̄ − x̄∥ < +∞ داریم: ،m → ∞ وقتی lim inf گرفتن با

می کند.)، تضمین را {xn} کرانداری (۱۰) و (۶) شرایط از یک هر پس ،Fix(Tn) ̸= ∅ که آنجا (از {xn} بودن کراندار
است. کراندار {x̄n} که می گیریم نتیجه

نشان T بودن نیم بسته می شود. x̄ نقطه یک به ضعیف همگرای که است {x̄nj} زیردنباله یک دارای {x̄n} دنباله بنابراین
داریم: باشد. دلخواه y ∈ X∗ کنید فرض .x̄ ∈ Fix(T ) که می دهد

∥⟨ 1
m

m∑
i=1

xi+k − x̄, y⟩∥ = ∥⟨ 1
m

n−1∑
i=1

xi+k +
1

m

m∑
i=n

xi+k − x̄, y⟩∥

= ∥ 1

m
⟨
n−1∑
i=1

xi+k, y⟩+
1

m
⟨

m∑
i=n

xi+k − x̄, y⟩∥

≤ 1

m

n−1∑
i=1

∥⟨xi, y⟩∥+
1

m
∥
m−n∑
i=0

⟨xi+k+n − T i+k
n xn, y⟩∥

+
1

m
∥
m−n∑
i=0

⟨T i+k
n xn − x̄n, y⟩∥+ ∥⟨x̄n − x̄, y⟩∥.(۱۱)

داریم: ،(۱۰) از استفاده و m → ∞ دادن میل با حال

lim sup
m→∞

∥⟨ 1
m

m∑
i=1

xi+k − x̄, y⟩∥ ≤ ∥⟨x̄n − x̄, y⟩∥.

می شود. حاصل مطلوب نتیجه ،j → ∞ دادن میل و nj با n جایگزینی با
۷ http://dx.doi.org/10.22108/msci.2026.148065.1786
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داریم: (۱۱) از استفاده با همچنین

∥⟨ 1
m

m∑
i=1

xi+k − x̄, y⟩∥ ≤ 1

m

n−1∑
i=1

∥⟨xi+k, y⟩∥

+ ∥y∥ sup
i≥0

∥xi+n − T i
nxn∥

+
1

m
∥
m−n∑
i=0

⟨T i+k
n xn − x̄n, y⟩∥+ ∥⟨x̄n − x̄, y⟩∥.

داریم: ،m → ∞ دادن میل با

lim sup
m→∞

∥⟨ 1
m

m∑
i=1

xi+k − x̄, y⟩∥ ≤ ∥y∥ sup
i≥0

∥xi+n − T i
nxn∥+ ∥⟨x̄n − x̄, y⟩∥.

□ می شود. حاصل مطلوب نتیجه ،(۶) از استفاده با ،j → ∞ دادن میل و nj با n جایگزینی با

قضیه آن برای که باشند نگاشتی هر یا غیرانبساطی مجانبی نوع از می توانند Tn نگاشت های ،۴ .۲ قضیه در توجه.
فرض است. شده انجام نگاشت یک برای میانگین ارگودیک قضیه اساس بر فقط اثبات زیرا است، برقرار میانگین ارگودیک

است. کراندار C کنیم فرض اگر شود حذف می تواند Fix(Tn) ̸= ∅
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