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پایدار آماری رفتار با دینامیکی سیستم های

 

 

هدیه لو میثم

نیستند انبساطی یکنواخت به طور که می شود معرفی T2 بعدی دو چنبره روی از نگاشت های جدیدی کلاس مقاله، این در چکیده.
احتمال اندازه متناهی تعداد دارای پایدار به طور نگاشت ها این که می دهیم نشان وجود، این با ندارند؛ غالب شکافتگی نوع هیچ و
معرفی تسوجی سوی از اخیراً که است بنا انبساطی» «مجازاً مفهوم پایه بر اثبات  هستند. لبگ به نسیت پیوسته مطلقاً ناوردای

می سازد. ممکن را دست این از صریح مثال های ساخت مقاله این در ما روش است. شده

مقدمه .۱

در محوری موضوعات از یکی بیستم قرن اوایل از قطعی، دینامیکی سیستم های مدت بلند آماری رفتار توصیف مسئله
قضایای که است نهفته [۱۷] نویمان فون و [۴] بیرخوف بنیادین و عمیق آثار در موضوع این ریشه های است. بوده ریاضیات
ناوردا احتمال اندازه های به نسبت فضایی میانگین های و مسیرها طول در زمانی میانگین های میان دقیق پیوندی ارگودیک
پرسش یک اما می کند، فراهم قطعی سیستم های در آماری قوانین از استفاده برای ریاضی دقیق مسیر نتایج این کند. می برقرار
دینامیکی سیستم یک که ناوردا اندازه های از ناشمارا اغلب و بزرگ معمولا خانواده ی میان در می ماند: بی پاسخ اساسی

هستند؟ مناسب و مرتبط اولیه شرایط رفتار توصیف برای مشاهداتی یا فیزیکی نظر از اندازه ها کدام  می پذیرد،
داشته اولیه شرایط به حساسی وابستگی می توانند قطعی سیستم های که اصل این پذیرش و آشوب نظریه ظهور با پرسش این
آزمایش های این حال با هستند، پیش بینی غیرقابل ذاتاً مسیرها از یک هر سیستم هایی، چنین در می یاید. ویژه اهمیتی باشند،
ناوردای اندازه های وجود مشاهدات این می کنند. آشکار را پایداری آماری الگوهای مداوم به طور فیزیکی مشاهدات و عددی
که می شوند شروع اولیه شرایط از مجموعه هایی از که هستند حاکم مدارهایی مجانبی رفتار بر که می دهند نشان را متمایزی

هستند. بزرگ لبگ اندازه به نسبت معمولا
یک بروی نگاشت های به ویژه یک بعدی، دینامیکی سیستم های مطالعه در مسئله این حل جهت در شگرف پیشرفت اولین
قرار تحلیل مورد کامل به طور انبساطی، و یکنوا قطعه ای نگاشت های آشوبناک رفتار مثال، به طور گرفت. صورت فشرده، بازه
نشان  عددی شبیه  سازی های و تجربی شواهد می پذیرند، ناوردا احتمال اندازه بی نهایت اغلب سیستم ها این اگرچه است. گرفته
اندازه های میان تفاوت این می کند. توصیف را اولیه شرایط تمام تقریباً آماری رفتار که است، ناوردای توزیع یک وجود دهنده

شبه فشرده. عملگر های پیوسته، مطلقاً ناوردای احتمال اندازه انبساطی، مجازاً نگاشت های کليدی: کلمات و عبارات
پژوهشی مقاله: نوع
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۱۲–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی هدیه لو، میثم

اندازه های یعنی شد؛ ۱ پیوسته» مطلقاً ناوردای احتمال «اندازه های معرفی به منجر آن ها فیزیکی مشاهده قابلیت و ناوردا
هستند. پیوسته مطلقاً لبگ اندازه به نسبت که ناوردایی

برای که کردند ثابت آن ها شد. آغاز [۱۱] یورک و لازوتا بنیادین دستاورد با ۱۹۷۰ دهه  اوایل در ACIPها مدرن نظریه
آماری نظر از و منحصربه فرد بلکه دارند، وجود تنها نه ACIPها قطعه ای، انبساطی بازه ای نگاشت های از گسترده ای رده های
دینامیک تحت چگالی ها تکامل و تکرار تابعی؛ آنالیز تکنیک های و لازوتا‑یورک» «نامساوی از استفاده با آن ها هستند. پایدار
همگرایی اثبات برای لازم فشرد گی ویژگی های و می کند فراهم تغییرات ۲ روی یکنواختی کران های نامساوی این کردند؛ کنترل را
است. کرده ایجاد حوزه این در عطفی نقطه ناوردا، اندازه های مطالعه در تابعی آنالیز دیدگاه معرفی با کار این می کند. تضمین را
احتمال چگالی های تکامل که است فروبنیوس‑پرون»۳ «عملگر از نظام مند استفاده تحقیقاتی، مسیر این اصلی محور
توابع فضاهای مانند مناسب، باناخ فضاهای روی عملگر این مطالعه با .[۱۰] می کند توصیف را دینامیکی سیستم یک تحت
مشخص خطی عملگر یک ثابت نقاط به عنوان می توانند ناوردا چگالی های غیره، و سوبولف فضاهای کراندار، تغییرات با
و همگرایی نرخ بودن، منظم از دقیق تحلیلی بلکه می کرد، اثبات را منحصربه فردی و وجود نتایج تنها نه چارچوب این شوند.

ساخت. ممکن نیز را دینامیک اختلالات تحت پایداری
اندازه های برخلاف آن هاست. فیزیکی ارتباط ACIPها، پیوسته مطلقاً پایای احتمال اندازه های مشخص ویژگی های از یکی
مثبت لبگ اندازه با اولیه شرایط از مجموعه هایی از که می کنند توصیف را مدارهایی مجانبی توزیع ACIPها دلخواه، ناوردای
میانگین های می کنند: پیدا مستقیم فیزیکی معنای بیرخوف ارگودیک قضیه نتایج اندازه هایی، چنین برای می گیرند. سرچشمه
ویژگی با ACIPها این، بر علاوه می شوند. همگرا فضایی میانگین های به لبگ) به (نسبت اولیه شرط هر تقریباً برای زمانی
به طور آشوبناک بازه ای نگاشت های عددی شبیه سازی های چرا که می دهند، نشان احتمال اندازه های فضای در بودن جاذب

دارند. وجود زیادی پایای اندازه های اینکه وجود با می شوند، همگرا واحد ناوردای توزیع یک به مداوم
نگاشت ها، از گسترده تری رده های به تعمیم شد. دقیق تر و یافت توسعه ACIPها نظریه پیش از بیش بیستم، قرن اواخر در
بزرگ۶ انحرافات و مرکزی۵ حد قضایای همبستگی ها۴، زوال مانند دقیق تر آماری ویژگی های و ضعیف تر بودن منظم فرض های
نظریه در مرکزی موضوعی ACIPها مطالعه که است آن گواه پیشرفت   ها این مجموعه شد. ایجاد متعددی نویسندگان توسط

است. دینامیکی سیستم های و هموار ارگودیک
یافت تعمیم بالاتر ابعاد با سیستم های به (SRB) ۷ سینای‑روئل‑بوون اندازه های معرفی طریق از بعداً ACIPها مفهوم
پیوستگی با که بودند شده صورت بندی هذلولوی یکنواخت به طور سیستم های برای ابتدا در که SRB اندازه های .[۵ ،۱۲ ،۱۳]
دینامیکی های سیستم در این حال، با می شوند. مشخص فضا) کل در لبگ اندازه جای (به ناپایدار خمینه های امتداد در مطلق
از نابدیهی اندازه های ساده ترین عنوان به می توان را ACIPها این ترتیب، به هستند. منطبق هم بر دقیقاً مفاهیم این یک بعدی،

گرفت. نظر در فیزیکی اندازه های نظریه
رفتار بحرانی، نقاط با نگاشت هایی جمله از هذلولوی، غیریکنواخت سیستم های به را ACIPها نظریه اخیر تحولات
و [۳] کارلسون و بندیکس ،[۹] یاکوبسون توسط پیشگامانه نتایج است. داده گسترش کند، اختلاط نرخ های و متناوب
اگرچه باشند، داشته وجود حساس تر دینامیکی سیستم های از رده این در هنوز است ممکن ACIPها که داد نشان دیگران
اعوجاج کنترل و احتمالی روش های پیشرفت ها این دارد. نیاز دقیق تری بسیار تکنیک های به آن ها آماری ویژگی های بررسی
تحقیقات همچنین کرده اند. عمیق تر را آماری مکانیک و دینامیکی سیستم های میان پیوند و کرده ترکیب هم با را پیچیده
ابعاد با مطالعه به همچنین و تصادفی دینامیکی سیستم های انبساطی، غیریکنواخت سیستم های در ACIPها بررسی به معاصر

است. شده بررسی [۱۶ ،۱] مانند آثاری در که می پردازد، نامتناهی

1ACIP 2variation 3Perron–Frobenius operator 4decay of correlations 5central limit theorems 6large deviations
7Sinai–Ruelle–Bowen measures
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۱۲–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی پایدار، آماری رفتار با دینامیکی سیستم های

ایفا پیچیده و غنی دینامیک ایجاد در اساسی نقش و است پایدار C1توپولوژی در کوچک اختلالات۹ تحت بودن۸ هذلولوی
پیچیده تری رفتار طبیعی سیستم های از بسیاری که در است مهمی شرط بودن هذلولوی یکنواخت به طور این حال، با می کند.

می دهد. نشان
رده های اول، مسیر در دارد. وجود بودن هذلولوی یکنواخت به طور دینامیکی سیستم های تعمیم برای عمده مسیر دو
سیستم های انبساطی، یکنواخت به طور دینامیکی سیستم های یا هذلولوی یکنواخت به طور دینامیکی سیستم های از فراتر اصلی
نیستند یکنواخت دیگر انبساط ها یا انقباض ها آن ها در که هستند، انبساطی غیریکنواخت سیستم های و هذلولوی غیریکنواخت

می شوند. ظاهر مدارها طول در متوسط به طور و مجانبی به طور اما
های ویژگی و آماری ویژگی های از بسیاری که است شده داده نشان گذشته، دهه پنج در چشمگیر پیشرفت های دلیل به
برقرار نیز هذلولوی غیریکنواخت به طور دینامیکی سیستم های برای هذلولوی، یکنواخت به طور دینامیکی سیستم های ارگودیک
زیر شرح به مهم مسئله یک واقع، در نیست. پایدار لزوماً بودن هذلولوی غیریکنواخت به طور ویژگی دیگر، طرف از اما است.

است.

غیریکنواخت به طور یا هذلولوی غیریکنواخت به طور پایداری که دهید ارائه دینامیکی سیستم های برای را شرایطی .۱ .۱ مسأله
کند. تضمین را انبساطی

می شود: تقسیم قسمت سه به مماسی کلاف که جایی است، شده بنا جزئی»۱۰ بودن «هذلولوی مفهوم پایه بر دیگر مسیر
و انبساط حالی که در است، ممکن رفتاری هر آن در که میانی کلاف یک و منقبض شونده و انبساطی یکنواخت به طور جهت های
دارد وجود نیز غالب»۱۱ «شکافتگی کلی تر مفهوم مسیر، این در است. دیگر کلاف دو در موجود نرخ های از ضعیف تر انقباض
نگاشت این که می گوییم ،f : M → M اندومورفیسم یک برای شد. معرفی دیفئومورفیسم ها برای منْیِه۱۲ سوی از ابتدا در که
−d)‑بعدی κ) و κ‑بعدی زیرفضاهای از خانواده هایی ،(xi)i∈Z مدار هر برای اگر است κ مرتبه با غالب شکافتگی دارای

کنند: صدق زیر شرایط در که باشند داشته وجود F (xi) و E(xi)

TxiM = E(xi)⊕ F (xi) •
Df(F (xi)) = F (f(xi)) ،Df(E(xi)) ⊆ E(f(xi)) •

:v ∈ F (xi) و u ∈ E(xi) واحد بردارهای تمام برای به طوری که باشد داشته وجود N > 0 عدد •

|DfN (u)| ≤ 1

2
|DfN (v)|

توجهی قابل کنترل و است پایدار C1 توپولوژی در همچنان اما است، یکنواخت بودن هذلولوی از ضعیف تر اگرچه ساختار، این
می کند. فراهم دینامیک بر

است: زمینه این در بنیادی پرسش های برخی به پاسخگویی مقاله این هدف

غالب شکافتگی و هستند دور یکنواخت بودن هذلولوی از که دارد وجود اندومورفیسم ها از باز مجموعه ای آیا .۲ .۱ مسأله
را نقاط همه تقریباً آماری رفتار اندازه ها این آیا باشند؟ پیوسته مطلقاً ارگودیک ناوردای اندازه متناهی تعداد دارای اما ندارند،

می کنند؟ توصیف

اصلی. نتیجه .۱ .۱

است، باز C1 توپولوژی در که دارد وجود دوبعدی چنبره روی وارون پذیر موضعاً نگاشت های از U مجموعه .۳ .۱ قضیه
به طوری که:

8hyperbolicity 9perturbations 10partial hyperbolicity 11dominated splitting 12R. Mane
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۱۲–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی هدیه لو، میثم

نمی پذیرد؛ را غالبی شکافتگی هیچ و نیست انبساطی یکنواخت به طور f آنگاه ،f ∈ U اگر (الف)
به نسبت آن ها چگالی که می پذیرد پیوسته مطلقاً ارگودیک اندازه متناهی تعداد f ∈ U مانند C∞ نگاشت هر (ب)
است. ژنریک آن ها از یکی برای لبگ اندازه به نسبت M روی نقطه هر تقریباً و است H2(M) در هموار اندازه

ام. توسط اخیراً که است استوار ۱۳ انبساطی مجازاً اندومورفیسم های مهم مفهوم پایه بر اثبات  اثبات. ایده های .۲ .۱
مثبت مرتبه با سوبولف فضای یک روی را پرون‑فروبنیوس عملگر بودن شبه فشرده او است. شده معرفی [۱۵] ۱۴ تسوجی
پرون‑ عملگر اساسی طیفی شعاع آنگاه باشد، رده این در f اگر که است این اصلی نتیجه کرد. ثابت سیستم هایی چنین برای
مانند می شود، مهمی دینامیکی پیامدهای به منجر بودن شبه فشرده ویژگی این است. ۱ از کوچکتر Hµ(M) روی آن فروبنیوس

پیوسته. مطلقاً ارگودیک اندازه متناهی تعداد وجود
برای هندسی تفسیر یک از جدید مثال های یافتن برای دارند. وجود انبساطی مجازاً نوع از اندکی شناخته مثال های اما
برای کافی شرط یک تا می دهد اجازه ما به هندسی دیدگاه این کنید). مراجعه ۲ .۲ بخش (به می گیریم بهره انبساطی مجازاً
رده های تا می دهد اجازه ما به و است آسان نسبتاً کافی شرط این بررسی دهیم. ارائه اندومورفیسم یک بودن انبساطی مجازاً

نباشند. اریب۱۵ حاصل ضرب یا هذلولوی جزئی به طور که کنیم ارائه اندومورفیسم ها از جدیدی
اعمال کوچک گوی های روی اختلالات این است. استوار دقیق جراحی و اختلال۱۶ یک پایه بر مثال ها از رده این ساخت
تکنیک از استفاده با واقع، در باشند. بزرگ بسیار می توانند C1 توپولوژی در اما هستند، کوچک C0 توپولوژی در و می شوند۱۷
ماتریس یک با را آن مشتق و می دهیم تغییر ثابت نقطه یک نزدیکی در را fR خطی اندومورفیسم یک ما برآمدگی۱۸، تابع
کند حفظ را انبساطی» «مجازاً ویژگی که است شده طراحی گونه ای به اختلال این می نماییم. جایگزین B انتخاب شده مناسب

ببرد. بین از را غالب شکافتگی هرگونه ولی

انبساطی مجازاً نگاشت های .۲

می کنیم. بیان را ها قضیه اثبات در استفاده مورد نتایج و تعاریف برخی بخش، این در
کلاس از درون ریختی۱۹ یک f : M → M کنید فرض همچنین باشد. بسته و هموار ریمانی خمینه یک M کنید فرض
T ∗M هم مماسی۲۰ کلاف بر شده القا نگاشت f † با ما نشود. صفر خمینه از نقطه ای هیچ در f ژاکوبی دترمینان و باشد C1

می شود: تعریف زیر به صورت که می دهیم نمایش را

f † : T ∗M → T ∗M

f †((q, ζ); f) = (f(q), ((Dqf)
∗)−1(ζ)),

بود. خواهد Tf(q)M روی خطی تابعک یک ((Dqf)
∗)−1(ζ) نتیجه، در و است TqM روی خطی تابعک یک ζ آن در که

می کنیم: تعریف ،µ مثبت حقیقی عدد هر و T ∗M روی (p, η) هم بردار یا غیرصفر خطی تابعک هر برای

bµ((p, η); f) :=
∑

f†(q,ζ)=(p,η)

(∥η∥/∥ζ∥)µ

|Jf(q)|

می کنیم: تعریف سپس است. T ∗M روی ریمانی متریک به وابسته عملگر نُرم ∥.∥ آن در که

Bµ(f) := sup {bµ((p, η); f) | 0 ̸= (p, η) ∈ T ∗M}.

13virtually expanding 14Tsujii 15skew-product 16perturbation 17support 18bump-function 19endomorphism
20cotangent bundle
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۱۲–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی پایدار، آماری رفتار با دینامیکی سیستم های

داریم: آنگاه باشند، غیرصفر ژاکوبی دترمینان با C1 درون ریختی دو f, g : M → M اگر

Bµ(f ◦ g) ≤ Bµ(f) ·Bµ(g).

گوییم انبساطی µ‑مجازاً را f : M → M مانند C1 نگاشت یک ،µ > 0 برای انبساطی). مجازاً (نگاشت های ۱ .۲ تعریف
اگر:

inf
n≥1

(B2µ(fn))
1
n = lim

n→∞
(B2µ(fn))

1
n < 1.

می دهیم. نشان VEµ(M) با را M روی انبساطی µ‑مجازاً نگاشت های مجموعه دارد. وجود زیر‑جمعی» «لم به دلیل حد این
نامیده انبساطی مجازاً باشد، داشته تعلق VE(M) به که نگاشتی .VE(M) := ∪µ>0VEµ(M) می دهیم قرار همچنین

می شود.

می شود. حاصل [۷] نتایج از که می کنیم بیان انبساطی مجازاً درون ریختی های برای معادل هندسی تعریف یک اکنون
به صورت که ζi := (Dqif)

∗η و باشد؛ q1, q2, . . . , qn پیش تصویر n دارای p ∈ M نقطه هر کنید فرض ابتدا
آنگاه: می شود. تعریف ζi(w) := (Dqif)

∗η(w) = η(Dqif(w))

bµ((p, η); f) =
∑

f†(q,ζ)=(p,η)

(∥η∥/∥ζ∥)µ

|Jf(q)|
=

n∑
i=1

(∥η∥/∥ζi∥)µ

|Jf (qi)|
,

=
n∑

i=1

1

|Jf (qi)|

 sup
|v|=1

v∈TpM

|η(v)|


µ sup

|w|=1
w∈TqiM

|η (Dqif(w))|


−µ

.

داریم: .η(w) = ⟨w, vη⟩ به طوری که دارد وجود vη منحصربه فرد بردار ،TM روی η کراندار خطی تابعک هر برای

bµ((p, η); f) =
n∑

i=1

|Jf (qi)|−1

 sup|v|=1 |⟨v, vη⟩|
sup |w|=1

w∈TqiM

|⟨Dqif(w), vη⟩|


µ

=
n∑

i=1

|Jf (qi)|−1

 sup|v|=1 |Projvη v|

sup |w|=1
w∈TqiM

∣∣∣Projvη Dqif(w)
∣∣∣


µ

=

n∑
i=1

|Jf (qi)|−1

 1
1

2
diam

(
Projvη(Dqif(T

1
qiM))

)


µ

.

است. qi نقطه در واحد مماس کلاف T 1
qiM آن در که

درون ریختی یک بودن انبساطی مجازاً برای کافی شرط یک می دهد اجازه ما به انبساطی مجازاً نگاشت های هندسی تفسیر
است. آسان تر می کنیم، معرفی بعدی بخش های در که مثال هایی در قوی تر مفهوم این بررسی دهیم. ارائه

کند: صدق p ∈ M نقطه هر برای زیر نامساوی در f نام به C1 درون ریختی کنید فرض .۲ .۲ ∑لم
f(q)=p

1

|Jf (q)| (m(Dqf))
µ < 1.

۵ https://dx.doi.org/10.22108/msci.2026.148131.1790
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۱۲–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی هدیه لو، میثم

است. انبساطی (µ/2)‑مجازاً نگاشت یک f آنگاه

که: می دانیم باشد. p از پیش تصویر یک q کنید فرض اثبات.

Bµ(f) = sup
v∈TpM

∑
f(q)=p

2µ

|Jf (q)|
(
diam (Projv(Ef (q)))

)µ .
که می دهد نتیجه این است. m(Dqf) حداقل Ef (q) بیضی گون داخلی شعاع که است واضح

diam (Projv(Ef (q))) ≥ 2m(Dqf).

بنابراین:

Bµ(f) ≤
∑

f(q)=p

2µ

|Jf (q)| (2m(Dqf))
µ < 1.

□

می کنیم: تعریف p ∈ M هر و µ ≥ 0 هر برای اکنون

cµ(p; f) :=
∑

f(q)=p

1

|Jf (q)| (m(Dqf))
µ

می کنیم: تعریف سپس
cµ(f) := sup {cµ(p; f) | p ∈ M}.

:g و f درون ریختی های از جفت هر برای که می کنیم مشاهده

cµ(f ◦ g) ≤ cµ(f) · cµ(g),

دارد: وجود زیر حد زیر‑جمعی، لم بنابر است. زیر‑ضرب شونده (cµ(fn))n≥1 دنباله می شود نتیجه آن از که

Cµ(f) = inf
n≥1

(cµ(fn))
1
n = lim

n→∞
(cµ(fn))

1
n

اگر تنها و اگر می کند صدق Cµ(f) < 1 در f آنگاه باشند. C1‑مزدوج و هموار درون ریختی دو g و f کنید فرض .۳ .۲ لم
کند. صدق Cµ(g) < 1 در g

k ∈ N برای دهیم نشان است کافی می کند، صدق Cµ(g) < 1 در g اینکه اثبات برای .Cµ(f) < 1 کنید فرض اثبات.
است: برقرار زیر نامساوی ،p ∈ M نقطه هر برای و بزرگ کافی قدر ∑به

gk(q)=p

1

|Jgk (q)| (m(Dqgk))
µ < 1.

می کنیم: استفاده زیر تخمین از نامساوی، این اثبات برای

m(Dq(h
−1 ◦ fk ◦ h)) ≥ m(Dfk◦h(q)(h

−1)) ·m(Dh(q)(f
k)) ·m(Dq(h)).

کنید: فرض همچنین

H = sup
x,y

1

J(h−1)(x) · J(h)(y) ·m(Dxh−1) ·m(Dy(h))
.
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۱۲–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی پایدار، آماری رفتار با دینامیکی سیستم های

داریم: k ∈ N ∑برای
gk(q)=p

1

|Jgk (q)| (m(Dqgk))
µ ≤ H

∑
gk(q)=p

1

|J(fk) (h(q))|
(
m(Dh(q)(fk))

)µ
≤ H · cµ(fk).

□

انتقال عملگر .۳

وجود و می پردازیم انبساطی مجازاً درون ریختی های برای پرون‑فروبنیوس عملگرهای طیف مطالعه به بخش، این در ۲۱

اثبات را قبل بخش در ساخته شده C1 باز مجموعه های در هموار درون ریختی های تمام برای را پیوسته مطلقاً ناوردای اندازه های
می کنیم.

مطالعه برای که نیمه کلاسیک آنالیز در پایه ای تعاریف و مقدمات قسمت، این در ۲۲ شبه‑دیفرانسیل. عملگرهای .۱ .۳
،[۲] به نیمه کلاسیک آنالیز مورد در بیشتر جزئیات برای می دهیم. ارائه را است نیاز مورد پرون‑فروبنیوس عملگرهای طیف
فشرده هاسدورف خمینه یک روی شبه‑دیفرانسیل عملگرهای تعریف برای استاندارد روش یک می دهیم. ارجاع [۱۸] و [۱۴]
است. چارت هر در Rd روی نیمه کلاسیک آنالیز اعمال و مختصاتی اطلس های از پوشش یک تابع واحد افراز یک ساخت ،M

دارد. بستگی چارت ها انتخاب به عموماً عملگر نماد ۲۳ می شود، تعریف این  صورت به عملگر هنگامی که این حال، با

هستند: زیر فرم به P̂ شبه‑دیفرانسیل عملگرهای .۱ .۳ تعریف

P̂ (ϕ)(x) =
1

(2π)d

∫
R2d

eiξ(x−y)P (x, ξ)ϕ(y) dy dξ

بودن۲۴ منظم شرایط که دارد تعلق توابع از مناسبی رده به و می شود نامیده P̂ «نماد» که است هموار تابع یک P (x, ξ) آن در که
می کنند. ارضا بی نهایت در را خاصی

تکامل مطالعه در مهمی نقش f توسط شده القا Pf پرون‑فروبنیوس عملگر پرون‑فروبنیوس. عملگر طیف .۲ .۳
کوچک باز همبند زیرمجموعه یک و باشد f نگاشت درجه k می کنیم فرض ابتدا می کند. ایفا f دینامیک تحت چگالی ها

باشد. Ω1,Ω2, . . . ,Ωk همبند باز زیرمجموعه های شامل f−1(W ) آن پیش تصویر که می کنیم انتخاب چنان را W ⊂ M

h تحدید hj کنید فرض باشد. f−1(W ) =
⋃k

j=1Ωj روی تکیه گاه با هموار تابع یک h ∈ C∞(M) کنید فرض حال
داریم: این صورت در است. W روی دیفئومورفیسم یک که باشد Ωj به f تحدید fj و Ωj به

Pf (h)(x) =
k∑

j=1

Pj (hj(x)) ,

دارد. قرار Ωj در آن ها تکیه گاه که است توابعی به P تحدید نشان دهنده Pj و است Pj =
hj
J

◦ f−1
j آن در که

استفاده پرون‑فروبنیوس عملگر طیف مطالعه برای شبه‑دیفرانسیل عملگرهای نظریه و نیمه کلاسیک آنالیز از اکنون
می کنیم: تعریف زیر به صورت T ∗M روی را C∞ کلاس از فرار۲۵ تابع و µ ≥ 0 کنید فرض می کنیم.

Aµ(x, ξ) := ⟨|ξ|⟩µ ∈ Sµ, تعریف ⟨s⟩با =
√
1 + s2.

21transfer operator 22pseudo-diffrential operators 23symbol 24regular 25escape function
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۱۲–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی هدیه لو، میثم

شبه‑ عملگر می دهد اجازه که می کند ارضا بی نهایت در را خاصی بودن منظم شرایط و دارد تعلق Sµ
1,0 نمادهای رده به Aµ

کنیم: بنا را Âµ مناسب دیفرانسیل

Âµ(ϕ)(x) =
1

(2π)d

∫ ∫
eiξ·(x−y)Aµ(x, ξ)ϕ(y) dy dξ.

برای نیاز مورد ۲۶ لازوتا‑یورک نامساوی های تا می کنیم تعریف را نُرم ها از مجموعه ای و مناسب باناخ فضای یک اکنون ما
∥ · ∥Hµ زیر نُرم با Hµ(M) سوبولف فضای از اینجا در آوریم. به دست را پرون‑فروبنیوس عملگر بودن شبه‑فشرده اثبات

می کنیم: استفاده
∥ϕ∥2Hµ = ∥Âµ(ϕ)∥2L2 + ∥ϕ∥2L2 .

است: مفروض زیر شرایط می کنیم. بنا زیر به صورت انبساطی مجازاً نگاشت های برای را پرون‑فروبنیوس عملگر چارچوب
یک (Hµ′

(M), ∥ · ∥µ′) و قوی) (فضای باناخ فضای یک (Hµ(M), ∥ · ∥µ) کنید فرض باناخ: فضای دو •
کند. عمل پیوسته به طور دو هر روی Pf عملگر به طوری که باشد، ضعیف) (فضای باناخ فضای

به طوری که: دارد وجود C > 0 ثابت یک ،µ هر برای پیوستگی: •

∥h∥Hµ′ ≤ C∥h∥Hµ .

به طوری که: دارد وجود C̃ > 0 ثابت یعنی می شود، کنترل قوی نُرم توسط ضعیف نُرم بودن: غالب •

∥h∥Hµ′ ≤ C̃∥h∥Hµ , ∀µ′ ≤ µ, ∀h ∈ Hµ(M).

فشرده Hµ(M) ↪→ Hµ′
(M) شمول یعنی است، فشرده نسبتاً Hµ′

(M) در Hµ(M) در واحد گوی فشردگی: •
است.

0 < ρ < 1 و C,C ′ ≥ 0 ثابت های ،max{0, µ − 1
2} ≤ µ′ < µ تمام برای لازوتا‑یورک: نامساوی های •

:h ∈ Hµ(M) تمام برای به طوری که دارند وجود

∥Pf (h)∥Hµ ≤ C ′ρ∥h∥Hµ + C∥h∥Hµ′ , ∥Pf (h)∥Hµ′ ≤ C∥h∥Hµ .

و است شبه‑فشرده Hµ(M) روی Pf عملگر شرایط، این تحت که می گیریم نتیجه ،[۸]۲۷ هنیون قضیه از استفاده با
می شود. کران دار ρ توسط بالا از آن اساسی طیفی شعاع

بود. زیر اساسی قضایای اثبات انبساطی، مجازاً درون ریختی مفهوم معرفی برای [۱۵] تسوجی ام. اصلی، انگیزه

عملگر آنگاه باشد. µ > 0 با انبساطی µ‑مجازاً و C∞ کلاس از درون ریختی یک f کنید فرض [۱۵] .۲ .۳ قضیه
اساسی طیفی شعاع دقیق تر، بیان به است. شبه‑فشرده Hµ(M) سوبولف فضای روی P پرون‑فروبنیوس

Pf : Hµ(M) → Hµ(M)

می باشد. است) ۱ با برابر (که آن طیفی شعاع از کوچکتر اکیداً

تعداد این صورت، در باشد. µ > 0 با انبساطی µ‑مجازاً و C∞ کلاس از درون ریختی یک f کنید فرض .([۱۵]) ۳ .۳ قضیه
نقطه هر تقریباً و است Hµ(M) در هموار اندازه به نسبت آن ها چگالی که دارد وجود پیوسته مطلقاً ارگودیک اندازه متناهی

است. ژنریک۲۸ آن ها از یکی برای هموار اندازه به نسبت M روی
26Lasota–Yorke 27Hennion 28generic
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۱۲–۱ (۱xxx) x شماره x، جلد جامعه/ و ریاضی پایدار، آماری رفتار با دینامیکی سیستم های

انبساطی مجازاً اندومورفیسم های ساخت .۴

می کنیم. ثابت را زیر لم ابتدا ما

دیفئومورفیسم یک ،ε > 0 و r > 0 هر ازای به باشد. مثبت مؤلفه های با 2× 2 قطری ماتریس یک A کنید فرض .۱ .۴ لم
به طوری که: دارد وجود δ > 0 عدد و f : R2 → R2

(۱ .۴) f(x) =

Ax x ∈ Bδ(0) اگر

x x /∈ Br(0) ,اگر

می کند: صدق زیر شرایط در آن مشتق و
،m(Df) > min{1,m(A)} − ε •

det(Df) > min{det(A), 1} − ε. •

تعریف ρ : R → [0, 1] به صورت C∞ هموار تابع یک حال باشد. بزرگ عددی N > 2∥A− I∥/ε کنید فرض اثبات.
کند: صدق زیر شرایط در که می کنیم

این: بر علاوه .|tρ′(t)| ≤ 2/N و |ρ′(t)| ≤ ε tها، تمام برای

ρ(t) :=

1, |t| ≤ 1

0 |t| ≥ N

و

ρ′(t) :=


0 |t| ≤ 1
1

Nt
|t| ∈ [1 + ε,N − ε]

0 |t| ≥ N

می کنیم: تعریف زیر به صورت را F : R2 → R2 دیفئومورفیسم اکنون

F (x) = ρ(|x|)Ax+ (1− ρ(|x|))x,

می آید: به دست زیر به صورت F مشتق

(DxF )(v) = ρ(|x|)Av + (1− ρ(|x|))v + ρ′(|x|)x
T

|x|
v(A− I)x

=
(
ρ(|x|)A+ (1− ρ(|x|))I

)
v + ρ′(|x|)x

T

|x|
v(A− I)x(۲ .۴)

می زنیم: تخمین را DxF ژاکوبی و زیرین۲۹ نُرم حال

m(DxF ) ≥ m

(
ρ(|x|)A+ (1− ρ(|x|))I

)
− |ρ′(|x|)| · |x|∥A− I∥

≥ min{m(A), 1} − 2

N
∥A− I∥

> min{m(A), 1} − ε.
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کوچک: کافی قدر به ε > 0 و X ماتریس هر برای که می کنیم استفاده نامساوی این از دترمینان، تخمین برای

| det(I + εX)| ≥ 1− ε(1 + | tr(X)|).

1 + | tr(Ex)| برای NA بالای کران یک آنگاه .Ex :=
1

|x|2
(
ρ(|x|)A+ (1− ρ(|x|))I

)−1
(A− I)(xxT ) کنید فرض

کوچک: کافی قدر به ε برای لذا شود. بیان A برحسب می تواند

| det(DxF )| ≥ | det
(
ρ(|x|)A+ (1− ρ(|x|))I

)∣∣∣∣(1− |ρ′(|x|)| · |x| · (1 + | tr(E)|)
)

≥ min{| det(A)|, 1}(1− 2NA

N
)

> min{| det(A)|, 1} − ε,

است. برقرار باشد بزرگ کافی قدر به N اگر آخر نامساوی که
موضعی دیفئومورفیسم یک F است، مثبت همیشه دترمینان چون پوشاست. و یک به یک F که می دهیم نشان نهایت در
لذا ،F (x) = x داریم |x| > N برای باشد، فشرده K اگر است. سره۳۰ نگاشت یک F دهیم نشان است کافی است.

است. دیفئومورفیسم یک F بنابراین می کند. حفظ را فشردگی که هستند خودشان بزرگ مجموعه های پیش تصویر
□ می شود. ثابت لم ،f(x) := F (bx)/b و b := N/r تعریف با انتها، در

ایزوتوپی کلاس در انبساطی مجازاً اندومورفیسم های از باز مجموعه های از مشخص ساختار یک ما .۳ .۱ قضیه اثبات
است. غالب شکافتگی فاقد که می دهیم ارائه T2 روی انبساطی خطی اتومورفیسم یک

باشند: زیر به صورت R و H ماتریس های کنید فرض

H =

(
a 0

0 b

)
, R =

(
1 −2

2 1

)
, a, b > 0

اگر می سازیم. را G دیفئومورفیسم ،H روی قبل لم اعمال با .J(R) = 5 و m(R) =
√
5 و است انبساطی R که کنید توجه

بود. خواهند 1− ε و b− ε به صورت دترمینان و زیرین نُرم تخمین های باشد، b < 1 و ab > 1

r برای دارد، تفاوت R با Br(0) کوچک گوی روی فقط F آنجا که از می شود. تعریف R2 روی F := G ◦R نگاشت
می کند. تعریف T2 روی f اندومورفیسم یک کوچک، کافی قدر به

باشد. یک از کمتر پیش تصویرها وزن دار مجموع است کافی ۱ .۴ لم طبق است، انبساطی مجازاً f اینکه دادن نشان برای
می دهیم: نشان کوچک، b و a ≫ 1 انتخاب با

∑
f(q)=p

1

|Jf(q)|(m(Dqf))µ
<

4

5(
√
5)µ

+
1

5(1− ε)5µ/2(b− ε)µ

نقطه یک دارای f آنجا که از می شود. یک از کمتر (a = 32, b = 0.1 (مانند مناسب پارامترهای و µ = 4 برای مقدار این
اختلال برای تناوبی یا ثابت نقطه کافی تعداد به که داریم (توجه است مختلط ویژه مقادیر با انبساطی نقطه یک و زینی ثابت
□ می کند. کامل را اثبات موضوع این باشد. داشته وجود نمی تواند غالبی شکافتگی هیچ دارد)، وجود
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باز مسئله چند .۵

می دهیم. پیشنهاد را جدیدی پژوهشی جهت گیری های و شد خواهد پرداخته باز پرسش چندین بیان به پایانی بخش در

درون ریختی های رده برای دقیق دسته بندی و سیستماتیک مطالعه یک انبساطی. مجازاً درون ریختی های دسته بندی (۱)
است. نیاز مورد انبساطی۳۱ مجازاً

درون ریختی های تمام فضای در انبساطی مجازاً درون ریختی های مجموعه آیا تسوجی): (مسئله بودن چگال (الف)
است؟ چگال حجم۳۲ کننده منبسط

غیریکنواخت انبساط یا غیریکنواخت بودن هذلولوی مستلزم انبساطی مجازاً آیا غیریکنواخت: بودن هذلولوی (ب)
است؟

با اندازه یک بودن منحصربه فرد و وجود انبساطی، مجازاً درون ریختی های رده برای بیشینه.۳۳ آنتروپی با اندازه (۲)
متناوب نقاط مجانبی توزیع مانند آن، آماری ویژگی های این، بر علاوه کنید. بررسی را (MME) بیشینه آنتروپی

نمایید. مطالعه را تعادلی وضعیت های با آن پیوند و
اولیه، نمونه یک کنید. صورت بندی هذلولوی مجازاً درون ریختی های عنوان تحت مفهومی بودن. هذلولوی مجازاً (۳)
فرم به موضعی، مختصات در و می پذیرد را پیوسته ناوردای شکافتگی یک آن مشتق که است f هموار درون ریختی

می آید: در زیر بلوکی‑قطری

Dfx ∼

(
Ax 0

0 Ex

)
,

انتقال عملگر باید سیستم هایی، چنین برای است. انبساطی مجازاً E و منقبض شونده یکنواخت به طور A آن در که
کرد. تحلیل ناوردا چگالی های بودن منظم و آن از ناشی همبستگی های زوال آن، طیفی شکاف بر تمرکز با را مرتبط
یک شود؟  سازگار دیفئومورفیسم ها بستر برای می تواند بودن هذلولوی مجازاً ایده آیا دیفئومورفیسم ها. به تعمیم (۴)
Es به طوری که می پذیرد، را Es ⊕ Ev غالب شکافتگی یک که است f دیفئومورفیسم گرفتن نظر در اولیه، ایده
،L ⊂ Ev یک بعدی زیرکلاف هر برای باشد: انبساطی مجازاً زیر معنای به Ev و منقبض شونده یکنواخت به طور
مجازاً درون ریختی حالت مشابه میانگین گیری اینجا، در باشد. انبساطی میانگین در L در Df |Ev شده تصویر کنش

می شود. گرفته موضعی پایدار خمینه های طول در پیش تصویرها، به جای میانگین اما می شود، تعریف انبساطی

وقدردانی تشكر .۶

نهایت کردند، راهنمایی و یاری مرا مقاله این تدوین در که تهذیبی، علی دکتر و نصیری میثم دکتر خود، راهنمای اساتید از
دارم. را سپاسگزاری و تشکر
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لو هدیه میثم
ایران تهران، (نیاوران)، باهنر شهید میدان جنوبی ضلع بنیادی، دانش های پژوهشگاه
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قم دانشگاه محض رياضی رشته كارشناسی مقطع وارد ۱۳۸۸ سال در وی است. قم شهر در ۱۳۶۹ ماه مهرماه متولد هدیه لو میثم
دکتری مقطع ۱۳۹۷ سال در کبیرشد. امیر صنعتی دانشگاه محض رياضی رشته ارشد كارشناسی مقطع وارد ۱۳۹۳ سال در و شد

کرد. آغاز بنیادی دانش های پژوهشگاه در را ریاضی
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